Helly tételérsl

Egy sikbeli halmazt konvexnek neveziink, ha két pontjaval egyiitt azok 6sszekots szakaszat is tartalmazza. Sikbeli
konvex alakzatra példat szolgaltat a korlemez, egy haromszog, egy egyenes, egy végtelen sav, egy félsik és az egész sik
is. Vilagos, hogy ha két (vagy akarhany) konvex halmaznak van kozos része, akkor ez a kozos rész is konvex.

A konvex halmazok elméletének egyik alapvetd eredménye Helly tétele. E. Helly 1884-ben sziiletett Bécsben, a
bécsi egyetem tanédra volt. 1938-ban Amerikdba emigralt, s 1943-ban halt meg Chicago-ban.

Helly tétele sikbeli konvex halmazok esetén igy szol:

Tétel. Legyen adva a sikon véges sok konvex halmaz. Tegyik fel, hogy kézilik birmely haromnak van kézds pontja.
Ekkor van olyan pont is, amelyet valamennyi halmaz tartalmaz.

Rogton megjegyezziik, hogy ez a tétel nem lenne igaz, ha csak annyit kdvetelnénk meg, hogy barmely két konvex
halmaznak legyen kdzos pontja, hiszen ha megadunk n > 3 &ltaldnos helyzeti egyenest, akkor ezek paronként metszik
egymaést, de kozos pontjuk nincs.

Helly tételének bizonyitasa soran sziikségiink lesz az alabbi egyszerd tényre.

Akarhogy is legyenek megadva a sikon az A;, As, As és Ay pontok, létezik olyan B pont, amely az A; AsAs,
A1 Ax Ay, A1 A3Ay és Ax A3 Ay haromszogek mindegyikéhez hozzatartozik.
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Tegyiik ol elgszor, hogy semelyik harom pont nem esik egy egyenesre. Ekkor az A1, As, A3, A4 pontok mint csicsok
vagy egy haromszoget vagy egy konvex négyszoget hatarolnak koriil. Ha haromszoget hatarolnak, akkor a negyedik
pont a hdromszog belsejében van és megfelel B gyanant, ha pedig négyszdget, akkor e négyszog atldéinak metszéspontja
valaszthato B-nek (1. abra). — Végiil ha harom pont, mondjuk A;, As és Az egy egyenesre esnék, és mondjuk As a
kozépss, akkor Ay valaszthaté B-nek.
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1. dbra

A tétel bizonyitdsa. Legyenek Cq, Cy, ..., C, az adott konvex halmazok. ElGszor az n = 4 esetre bizonyitjuk a
tételt. A Cy, Cs és Cy halmazoknak a feltevés szerint van egy P; k6z0s pontja. Feltehets, hogy P nincs Ci-ben, mert
kiilonben készen volnank. Hasonléan valaszthatjuk a P», P3 és Py pontokat 4gy, hogy P; a C; kivételével mindegyik
halmazban benne legyen. C; tehat tartalmazza a P», P3, P4 pontokat és — mivel C; konvex — a P, P3P, haromszoget
is. Hasonloan Cy, Cs, illetve Cy tartalmazza a Py P3Py, Py PPy, illetve Py P, Ps haromszoget. Fenti megjegyzésiink
értelmében viszont van olyan B pont, amely hozzatartozik mind a négy haromszoghtz. Kovetkezésképpen B kozos
pontja a Cy, Cs, Cs és C4 halmazoknak. Ezzel négy halmaz esetére bebizonyitottuk a tételt.

A tovabbi esetekben teljes indukciot hasznalunk. Tegyiik fol, hogy n > 4 halmaz esetére a tétel érvényes és tekintsiik
a Cyq, Cq, ..., Cp, Cpy1 konvex halmazokat. Tegyiik fol még, hogy ezek koziil barmely haromnak van kdzds pontja.
Jeloljiik C-vel C), és Cy41 kozos részét, C' konvex halmaz. Alkalmazni akarjuk az indukcios feltevést a Cp, Co, ...,
Cy -1, C halmazokra, ehhez megmutatjuk, hogy koziiliik barmely haromnak van kozos pontja. Ez vilagos akkor, ha C
nem szerepel a harom halmaz k6z6tt. Ha pedig C' szerepel, és mondjuk a Cj, C; és C' halmazokrol van sz6, akkor ezek
kozos része megegyezik Cy, C;, C), és Cp41 kozos részével. E négy halmaznak viszont van kézos pontja — ezt az n =4
eset bizonyitasakor igazoltuk.

Tehat a C1, ..., Ch—1, C konvex halmazok koziil is barmely haromnak van koézos pontja. Eszerint az indukcids
feltevés alkalmazhat6: e halmazoknak van k6z6s pontja. Ez a pont nyilvin benne van a Cy, ..., Cp—1, Cp, Chi1
halmazok mindegyikében. A tételt ezzel igazoltuk.

Megjegyezziik, hogy Helly tételének sok bizonyitasa ismeretes. Ezekr6l és a tételével kapcsolatos tovabbi eredmé-
nyekrol kivalo attekintést nytjt az alabbi ¢sszefoglalo cikk: Helly’s theorem and its relatives, szerz6i L. Danzer, B.
Griimbaum és V. Klee, megjelent a Proceedings of symposia in pure mathematics VII. kétetében, 1963-ban. E cikk
orosz nyelvi forditasa konyv alakban is megjelent.

A tovabbiakban Helly tételének néhany érdekes kdvetkezmeényét ismertetjik.



Tétel. Tegyiik fel, hogy adott a sikon véges sok pont gy, hogy barmely kettd tdvolsdga legfeljebb egységnyi. Ekkor

van olyan — sugari korlemez, amely valamennyi pontot tartalmazza.
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2. dbra

Az allitast elGszor harom pont esetén igazoljuk. Legyen tehédt adva az ABC haromszog, amelyrsl tudjuk, hogy
minden oldala legfeljebb egységnyi. Ha ez a haromszdg nem hegyesszogi, akkor a leghosszabb odalanak felez6pontja

1 1
koriil irt 3 < % sugaru korlemez lefedi a hdromszoget. Ha pedig a haromszog hegyesszogt, akkor tekintsiik koriilirt
korének O kozéppontjat. Az AOB, BOC és COA szdgek osszege 360°, valamelyik szog tehat, mondjuk az AOB < >
120° (2. abra). Ekkor a koriilirt kor sugara
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Ez a kor persze lefedi a haromszoget, allitdsunkat tehat ebben az esetben is igazoltuk.
Tekintsiik most az altalanos esetet: Legyenek adva a Py, ..., P, pontok ugy, hogy barmely ketts tavolsaga legfeljebb

1 o
egységnyi. Vegyiik f6l a P; kézéppontd, ﬁ sugara K; korlemezt i = 1, 2,..., n-re. Allitjuk, hogy a K, ..., K,
korlemezek koziil barmely hdromnak van koézos pontja. Legyen K;, K;, Ki, a harom korlemez. Ezeknek P akkor és

1 .
csak akkor kozos pontja, ha a P pont koriili, % sugaru korlemez tartalmazza a P;, P; és P, pontokat. Eppen az el6bb

lattuk, hogy ilyen P pont létezik.

Most mar alkalmazhaté Helly tétele a K, ..., K, korlemezekre, hiszen Ki, ..., K, konvex halmazok és koziiliik

béarmely haromnak van kozos pontja. Eszerint van olyan O pont, amelyik hozzatartozik a Ky, ..., K, korlemezek
1 1

mindegyikéhez. Vilagos, hogy ekkor OP; < ﬁ minden ¢ = 1, ..., n-re, tehat az 0 korili, % sugartu korlemez

tartalmazza a Py, ..., P, pontokat.

1
Megjegyezziik, hogy a tételben szerepld 7 konstans nem javithato, ugyanis az egységnyi oldala szabalyos harom-

sz0g csucsait kisebb sugart kor nem tartalmazza.
Helly tételének alabbi kovetkezménye specialis esetben feladatként szerepelt az 1951. évi Kiirschak Jozsef emlék-
versenyen (lasd Matematikai Versenytételek, II. rész, 103. oldal. Tankoényvkiado, Budapest 1964).

Tétel. Legyen adva véges sok (de legaldbb hdrom) félsik és egy C' konvex halmaz tgy, hogy a félsikok egyiittesen
lefedik C-t. (Minden félsikhoz hozzdszdmitjuk a hatdrold egyenesét.) Ekkor ki lehet vdlasztani a félsikok kozil harmat
igy, hogy mdr azok is lefedjék C-t.

Legyenek Fi, ..., F}, az adott félsikok. Vilagos, hogy adott félsikot a teljes sikka kiegészits félsik konvex halmaz.
Jeloljik Fi, ..., F, kiegészits félsikjanak C-vel vett k6zos részét rendre Gy, ..., Gy-nel. A Gy, ..., G, konvex halma-
zoknak nem lehet kdzos pontja, hiszen ezt a kdzos pontot Fi, ..., F,, egyike sem fedné le, holott a pont C-nek pontja.
Helly tétele értelmében tehat van olyan hidrom kozottiik, mondjuk G;, G; és G, amelyeknek nincs kézos pontja. Innen
mar egyszertien adodik, hogy az F;, F; és Fj, félsikok lefedik C-t. Ezzel a tételt igazoltuk.
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3. abra
Tegyiik fel, hogy egy bizonyos (ismeretlen) fliggvény értékei az aq, ..., a, helyeken rendre a [b1, ¢1], ..., [bn, Cn]

intervallumokba esnek. (Ugy gondolhatjuk, hogy ezek az intervallumok mérési eredményekbdsl adodtak.) Tegyiik fol
tovabba, hogy barmely harom intervallumhoz van olyan egyenes, amely metszi mindharom intervallumot. (Ha az
intervallumok ,,rovidek”, akkor ez tgy tekinthets, hogy a fliggvény barmely harom helyen ,,jol kozelithetd” linearis
fiiggvénnyel.) A most kévetkezd tétel szerint ekkor maga a fiiggvény is ,,jol kozelithetd” linearis fiiggvénnyel, legalabbis
az ai, ..., a, helyeken. A tételnek ez az interpretécidja messzemend altalanositasokhoz vezet (3. abra).

Tétel. Legyen adva a sikon az y tengellyel parhuzamos intervallumoknak egy véges rendszere. Tegyiik fol, hogy

bdrmely hdrom intervallumhoz van olyan egyenes, amely mind a hdrmat metszi. Ekkor van olyan egyenes is, amely az
osszes intervallumot metszi.

A bizonyitashoz tekintsiik azon egyenesek E; halmazat, amelyek metszik az elsé intervallumot, vagyis az (ai; b1)
és (a1; c1) pontokat Osszekots szakaszt. Ezek egyenlete y = ax + 3 alakd, és a mondott feltétel azt jelenti, hogy

by <aay +p,
(*) c1 > aal + 0.

E; tehéat azonosithato a (*) feltételt kielégité (a; ) szamparok — azaz sikbeli pontok halmazéval, amelyet szintén
Eq-gyel jeloliink (4. abra).
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4. dbra

A (*) alatti egyenlGtlenségek egy—egy félsikot hataroznak meg (ez konnyen ellenérizhets), az F; halmaz tehat —
mint két konvex halmaz metszete — konvex. Hasonldan kapjuk az Es, Fs, ..., E, konvex halmazokat. A feltétel szerint
az F1, ..., E, konvex halmazok koziil bArmely haromnak van kozos pontja, hiszen mondjuk F1, E5 és E3 k6zos pontja
lesz az az («; B) pont, amelyikre az y = ax + 5 egyenes metszi az elsé harom intervallumot. Alkalmazhato tehat Helly



tétele: van olyan (v, Bp) pont, amely minden E;-nek eleme. Ez viszont épp azt jelenti, hogy az y = apx + S egyenes
az Osszes adott intervallumot metszi. A tétel bizonyitésat ezzel befejeztiik.

A kovetkez6 alkalmazés azt mondja ki, hogy egy tetszbleges véges sikbeli A ponthalmaznak van ,,centruma”, vagyis
van olyan P pont, hogy minden P-n atmend egyenes mindkét oldaldra ,sok” pontja esik A-nak. A bizonyitas Helly
tételén kiviil felhasznalja a konvex burok és az elvalasztas fogalmét, igy a bizonyitas ismertetésétdl eltekintiink.

Tétel. Legyen adva a sikon egy n elemid A ponthalmaz. Ekkor létezik olyan P pont a sikon, hogy minden, a P-t
tartalmazo félsik A-nak legaldbb n/3 pontjdt tartalmazza. (Most is gy tekintjik, hogy egy félsikhoz hozzdtartozik a
hatdrolé egyenese.)

Az 5. abran lathato példa mutatja, hogy a tételben szerepls n/3 nem javithato.
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5. dbra

Halmazok konvexitasa nemcsak a sikon értelmezhets. Az egyenesnek vagy a térnek egy halmazat konvexnek nevez-
ziik, ha két pontjaval egyiitt azok Osszekotd szakaszat is tartalmazza. Az egyenes konvex halmazai az intervallumok,
a pontok, a félegyenesek és az egész egyenes. Térbeli konvex halmaz példaul a gdmb, a tetraéder, a kup stb. A tér,
illetve az egyenes konvex halmazaira is igaz.

A HELLY—tétel. Ha a tér (a sik, az egyenes) konvex halmazainak egy véges rendszere olyan, hogy barmely négynek
(hdromnak, illetve kettdnek) van kiézos pontja, akkor valamennyi halmaznak is van kézds pontja.

E tétel bizonyitasa az egyenesen nagyon egyszerd, a térben kicsit nehezebb, de a sikbeli gondolatmenet itt is
alkalmazhato. Az ismertetett kovetkezményeknek is megvan a térbeli (illetve egyenesen vett) megfelelGje.

Végezetiil Helly sikbeli tételének egy olyan altaldnositasat emlitjiik meg, melyre egyel6re nem sikeriilt elemi bi-
zonyitast talalni, ennek a tételnek egy specidlis esete az 1962. gyakorlat (lasd lapunk ezen szdméanak 77. oldalan).

Tétel. Legyen adva sikbeli konvex halmazoknak hdrom véges rendszere, mondjuk piros, kék és zéld halmazok. Tegyiik
fol, hogy akdrhogy vesziink ki egqy piros, eqy kék €s egy zéld halmazt, ezeknek van kozds pontja. Ekkor vagy az dsszes
piros, vagy az dsszes kék, vagy az dsszes zold halmaznak van kozos pontja.

Ebbdl a tételbdl Helly tétele ugy kovetkezik, hogy a Helly tételében szerepls konvex halmazokat hdromszor vessziik
— egyszer piros, egyszer kék és egyszer z0ld szintnek tekintve. Magatol értet6dik, hogy az utobbi tétel feltételei
teljestilnek, kovetkezésképpen vagy a piros halmazoknak, vagy a kék halmazoknak, vagy a z6ld halmazoknak van k6zos
pontja, de mivel ezek azonosak, az eredeti konvex halmazoknak is van kozos pontja.

Barany Imre (Budapest)



