Olyan jatékokat vizsgalunk, melyekben két személy jatszik egymads ellen. Ezeket kétszemélyes, nulla Osszegi jaté-
koknak nevezik; benniik az egyik fél gy6zelme a méasik vereségét jelenti. A jaték soran a lépések nem fiiggnek semmiféle
véletlen eseménytdl, a jatékosok szabadon donthetik el, hogy a megengedett lépések koziil melyiket valasztjak. Igy vizs-
galodasunk korébdl kizartuk a szerencsejatékokat. Feltessziik azt is, hogy a jatékosok felvaltva lépnek, és a jaték addigi
menetérsl mindent tudnak — matematikai szakkifejezést hasznalva a jaték teljes informacioju. Kimaradnak tehat az
alkalmazasok szempontjabol fontos méatrix-jatékok, koztik a jol ismert k6-ollo-papir jaték is. Ezekrdl b6vebben Mben
6s Bl-ben olvashatunk. A legtobb tablas jaté, koztiik a sakk is, eleget tesz megszoritasainknak.

A vizsgalt jatékok matematikai elmélete meglehetGsen egyszert. A gyakorlatban azonban — ha megprobaljuk ezt az
elméletet kozvetleniil alkalmazni — még az egyszeri jatékok elemzése is végrehajthatatlanul sok szamolast igényel. Igy
ezekben az analizisekben sok egyedi, egyetlen jatékra alkalmazhat6 — idegen kifejezéssel élve ,ad hoc” — 6tletet talalunk.
Gondoljunk példaul a sakkra, hasznalhatok-e mas jatékok elemzésénél a sokféle megnyitast, végjatékot ismertetd vaskos
kotetek?

Célunk egy ilyen ad hoc moédszernek, a Grundy-szamozasnak a bemutatasa. Ennek segitségével tobb olyan jaték
analizise végezhetd el, amelyek egyébként nem, vagy csak igen nagy nehézség dran lennének elemezhetdk.

E cikk hét részbdl all. Az elsGben pontosan leirjuk a vizsgalt jatékok strukturajat. A méasodik rész példai a bevezetett
fogalmakat illusztraljak. A 3. részben definidljuk a jatékok Grundy-szamait, az ezt kovetd harom részben pedig azt
mutatjuk be, hogyan hasznalhatok a Grundy-szamok annak eldontésére, hogy a jatékban melyik jatékos tud nyerni,
és ehhez hogyan kell jatszania. Végiil az utolsoé részben egy mindmaig megoldatlan problémat emlitiink meg.

Termeészetesen nem volt és nem is allhatott szandékunkban a jatékelméletnek — még az altalunk valasztott szik
teriiletének sem — teljes ismertetése. Sok fontos eredményt csak megemlitiink, sokrol pedig sz6 sem esik. A tételek mas
moédon is kimondhatok lennének. A tételek bizonyitasa is tobb helyiitt hidnyos vagy egészen hianyzik, am ezeket a
hianyokat az érdekl6ds Olvaso konnytszerrel potolhatja. A cikkben szerepld jatékok is a Grundy-szamozas alkalma-
zésait kivanjak bemutatni. Igy eleve kihagytuk azokat, amelyekre a moédszer nem alkalmazhaté. Kimaradtak azok a
jatékok is, melyek elemzésénél a Grundy-szamozas csak minimaélis segitséget nyudjt, vagy nem kapcsolddik kozvetleniil a
jateék struktirajahoz. A megmaradt jatékok koziil igyekeztiink kivalasztani az érdekesebbeket, és ezek koziil is azokat,
melyek nem tilsadgosan bonyolultak.

A cikk megirasahoz felhasznéalt legfontosabb forrasmunka J. H. Conway: On numbers and games (Academic Press,
1976) cimd konyve volt.

1. Milyen jatékokrol lesz sz6 ¢

Jatékaink kétszemélyesek. Ugy képzeljiik, hogy valamilyen tablan valamiféle szabaly szerint két jatékos, akiket Kez-
ddonek, illetve Mdsodiknak neveziink, felvaltva lép. A jaték folyamén a tablan kiilonféle poziciok (helyzetek) alakulnak
ki, melyek lépésrél lépésre valtoznak, és a jaték allasat ezek egyértelmtien meghatarozzak. Jatékaink tehat bizonyos
pozicidokbol allnak, és létezik valamiféle szabaly, amely minden poziciéhoz megmondja, hogy a soron kdvetkezs 1épéssel
milyen mas poziciok érhetdk el, a jatékosok mely pozicidkba tudnak lépni. A jatékot a Kezdd jatékos kezdi, ugy, hogy
az egyértelmiien meghatéarozott kezdd pozicio valamelyik (lehetséges) rakovetkezGjét kivalasatja, azaz abba lép. Ezutan
a Masodik jatékoson a sor: 6 valaszt egyet a Kezdd altal valasztott pozicio rakdvetkezéi koziil, majd ismét a Kezds
kovetkezik, és igy tovabb. A vesztes az, akinek lépnie kellene, de nem tud; méas szavakkal: az nyer, aki az utolsot 1épi.

A vizsgalt jatékok, strukturajat ezek szerint a kovetkezSképpen irhatjuk le. Minden egyes pozicionak megfeleltetiink
egy pontot (példaul a sikban), és ha az X poziciobol az Y pozicioba lehet (kbzvetleniil) lépni, vagy mas szavakkal: ha Y
az X rdkdvetkezdje, akkor az X-nek megfeleltetett pontbol egy nyilat irdnyitunk az Y-nak megfeleltetett pontba. Az igy
kapott struktarat irdnyitott grif nak nevezziik, a pozicidknak megfeleltetett pontokat csicsoknak vagy csucspontoknak,
a nyilakat pedig éleknek.

Csak olyan jatékokkal foglalkozunk, melyekben véges sok lehetséges pozicié van. Ezek kdzott fontos szerepet jatsza-
nak az tn. véges jatékok. Egy jaték véges, ha akdrmelyik poziciobdl indulnak és akdrhogyan is jatszanak a jatékosok, a
jaték elébb-utobb véget ér. Ez azt jelenti, hogy nem talalhatok olyan X;, Xs, ..., X poziciok, hogy X;-b6l Xso-be,
X5-b6l X3-ba, ..., Xi_1-b6l Xj-ba és Xj;-bol X-be lehetne 1épni. Specilisan nem lehet olyan pozicié sem, amely sajat
maganak (egyik) rakovetkezGje. A jatékoknak megfeleltetett iranyitott grafok nyelvén ez a kikotés azt jelenti, hogy a
graf nem tartalmazhatja az 1. dbran lathato grafok, az un. irdnyitott kérok egyikét sem. Az ilyen grafot kormentes

grafnak szokés nevezni.
.D ¢« °
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1J. D. Williams: Jatékelmélet, Miiszaki Konyvkiado, Budapest, 1972.
2Neumann Janos: Valogatott el6adasok és tanulmanyok, Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiadd, 1965.
31lyen jatékokat ir le Vargha Balazs: Jatékkoktel, Minerva Kiad6, 1967, kényvének 128-294. oldalain.
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2. Néhdny egyszerd jaték
HALOM. Van egy halom valamilyen targyunk (babszem, gyufa, érme stb.). A soron kovetkezs jatékos annyi elemet
vesz el a halombol, amennyit akar (akar az Gsszeset is), de legalabb egy elemet el kell vennie.

Ez igy 6nmagaban egy érdektelen jaték, de tobb Osszetett jatéknak eleme, ezért érdemes vele foglalkoznunk. Kezd6
akkor tudja megnyerni ezt a jatékot — Ggy mondjuk: akkor van nyerd stratégidja —, ha a halomban legalabb 1 targy van.
Ha egy targy sincs a halomban, akkor Masodik nyert, mert Kezd6nek lépnie kellene, de nem tud. Legyen a halomban
kezdetben 5 targy. Ekkor a jatéknak Osszesen 6 lehetséges pozicidja van, attol fligg6en, hogy a halomban 5, 4, 3, 2, 1
vagy 0 elem van-e. A jatékhoz tartozo iranyitott grafot a 2. abra mutatja.
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2. dbra

RELATIV PRIM. Ismét van egy halom targyunk. De most n elembdl csak akkor vehetiink el k elemet, ha n és k
relativ primek, vagyis az n és k szdmoknak nincs 1-nél nagyobb kozos osztojuk.

Mindig legalabb 1 elemet el kell venni (hiszen 0 semmihez sem relativ prim), pontosan 1 elemet pedig mindig el
lehet venni (mert 1 minden szamhoz relativ prim). Végiil nem lehet egy lépéssel kiiiriteni a halmot, kivéve ha csak 1
targy van benne, mert n > 1 esetén n az n-hez nem relativ prim. Az 5 elembdl indul6 jaték grafja a 3. d4bran lathato.

Lassa be az Olvaso, hogy Kezdének akkor és csak akkor van nyerd stratégidja, ha kezdetben paratlan sok elem van
a halomban !
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3. dbra

LETRA. Van egy halom targyunk. A soron kovetkezd jatékos a halombol legalabb 1, de legfeljebb ¢ targyat vehet el,
ahol t el6re rogzitett természetes szam.

Ezt a jatékot valdsziniileg mindenki jatszotta. Masodiknak pontosan akkor van nyer$ stratégidaja, ha a halom
elemeinek szama oszthato (¢t + 1)-gyel. Csak arra kell {igyelnie, hogy minden lépése utan is ez a helyzet alljon eld,
kiilonben Kezdé nyer.

A kovetkez6 négy jatékot (mondjuk 8 x 8-as) sakktablan lehet jatszani. Kezdetben a tabla jobb alsé sarkdban (a
h1l mezén) &ll egy babt, és ezt a jatékosok a megadott szabalyok szerint felvaltva mozgatjak. A lépések olyanok, hogy
a babu minden lépésben kozelebb keriil a bal fels6 sarokhoz, s a cél az, hogy oda eljusson. Most is az veszit, aki mér
nem tud lépni.

| 4. dbra

KIRALY. A babuval vagy egy mezével balra, vagy egy mezével folfelé, vagy egy mezével atlosan balra folfelé lehet
lépni (4. abra). A nyertes az, aki a babut a bal fels6 sarokba tolja, hiszen csak onnan nem lehet tovabb 1épni.
A jatékot Kezds nyeri. ElGszor atlosan kell 1épnie, majd a Masodik 1épéseit utanozva & jut be a célba.

KIRALYNO. Léphetiink balra, folfelé vagy a bal felsé csticsba befuté atlo tetszéleges mezdjére (5. dbra).
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5. dbra

A jatékot igy természetesen Kezds nyeri, hiszen els6 (és egyetlen) lépésével a babut a bal fels¢ sarokba tolja. Ha
azonban a babu a h4 mez6rél indul, akkor Mésodiknak van nyerd stratégiaja.

BASTYA. A babu az el6z6 jatékban leirt moédon léphet, csak most az atlos irdnyt lépés nincs megengedve. A jatékban
Masodiknak van nyer6 stratégiaja.

Vegyiik észre, hogy a BASTYA jaték ekvivalens a kovetkezovel. Vesziink két, 7—7 elemt halmot. A soron kovetkezs
jatékos az egyik halmot kivalasztja, és abban a HALOM szabalya szerint 1ép egyet. Ha a babu a BASTYA-ban a balrol
szamitott i-edik oszlopban és a feliilr6l szamitott j-edik sorban van (1 < i, j < 8), ez megfelel annak az esetnek, mikor
az egyik halomban i — 1, a mésikban j — 1 elem van. A vizszintes lépések az els6 halom csokkentésének, a fiiggéleges
lépések a masodik halom csokkentésének felelnek meg.

6. dbra

HUSZAR. A babu egy mez6rél a 6. abran lathatoé négy mez6 valamelyikére léphet, feltéve; hogy az még a tablan van.
Ezt a jatékot is Masodik tudja megnyerni.

Az eddigiek mind véges jatékok voltak, most lassunk egy nem véges jatékot.

DUGO (kozlekedési). A 7. abra egy allam térképét mutatja, a varosok nevei Abadszaloktol Putunokig futnak. A
varosokat a térkép szerinti egyiranyd utak kotik ossze. Egy auté indul Muraszemenyérél, a jatékosok egy-egy 1épésben
valamelyik kivezets aton egy szomszédos varosba mehetnek. Az gy6z, aki Cibakhézara beviszi az autot, hiszen (csak)
onnan nincs kivezets tt.
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A jaték nem véges, mert a jatékosok korben jarhatnak a Muraszemenye — Ipafa — Nagyatad utvonalon. Ennek
ellenére Masodik meg tudja nyerni a jatékot. (Hogyan?)

3. Grundy-szamok



Az x1, w9, ..., x) nem-negativ egész szamok legkisebb kizdrtjan azt a legkisebb nem-negativ egészet értjik,
amely nem fordul el6 az xy, z2, ..., xx szdmok kozott. Ezt a szamot a legkisebb koz0s tobbszords mintdjara
lkkz(x1, z2, ..., xx) jeloli.

Peldak: 1kkz(0) = 1, lkkz(1) = 0, lkkz(0, 1, 3) =lkkz(0, 1) = lkkz(7, 9, 8, 3, 1, 12, 0) = 2.

Tekintsiink most egy véges jatékot. A jaték pozicidihoz nem-negativ egész szamokat, tgynevezett Grundy-szdmokat
rendeliink a kdvetkez6 szabaly szerint:

Azokhoz a pozicickhoz, melyeknek nincs rakovetkezdjik (azaz amelyekbdl indulva, a soron kévetkezd jatékos veszit),
0-t drunk. Ha egqy X pozicionak mdr minden rdkévetkezdjéhez irtunk szamot, akkor az X pozicichoz ezek legkisebb
kizartja keriljon.

Nézziik meg, hogy az el6bbi jatékok pozicidihoz milyen Grundy-szamok tartoznak. Ezek utan igazolni fogjuk, hogy
minden véges jatéknak van Grundy-szama.

HALOM. Egyetlen olyan pozicié van, melynek nincs rakovetkezd allapota, azaz amellyel a kitoltést elkezdhetjiik:
amikor a halomban 0 elem van. Az ehhez a pozicidhoz tartozdé Grundy-szam a fenti definicié szerint Hy = 0.

Masodikként az 1 elemet tartalmazé halom Grundy-szaméat lehet meghatarozni. Ennek ugyanis egyetlen rakdvetkezé
pozicidja van, az, amikor a halomban egyetlen elem sincs. A rakovetkezének mar tudjuk a Grundy-szadmat, ami 0, igy
az 1 elemd halom Grundy-szama H; = lkkz(0) = 1.

Két elemt halom esetén a két lehetséges rakdvetkezd allapot az 1, illetve a 0 elemt halom. Ezek mar kaptak
szamokat, 1-et, illetve 0-t, ezért a 2 elemi halom Grundy-szama Hy = lkkz(0,1) = 2.

Altalaban az n elemd halombol kiindulva a Grundy-szam éppen H, = n. Ez azt jelenti, hogy a HALOM jaték
Grundy-szdma — ami definicié szerint a kezdd pozici6 Grundy-szdma — nem maés, mint a halom elemeinek szama.
Speciélisan a 2. dbran lathato jaték Grundy-szama 5.

RELATIV PRIM. Jelsljiik az n elembél indul6 jaték Grundy-szamat R,-nel. Itt is az els6 két Grundy-szam Ry = 0
(mivel a 0 elemd halombol nem lehet elvenni), illetve Ry = lkkz(Ry) = 1. Ha két elemt halombdl indulunk ki, az
egyetlen lehetséges lépés az egyik elem elvétele. Igy Ry nem maés, mint lkkz (R;) = lkkz(1) = 0.

Harom elemii halom esetén akar 1, akar 2 elemet is elvehetiink, igy Rs = lkkz(R2, R;) = lkkz(0, 1) = 2. Négy
elembdl csak 1-et és 3-at vehetiink el, igy Ry = lkkz(R;, R3) = lkkz(1, 2) = 0. Ot elem esetén maradhat 1, 2, 3 vagy
4 iS, innen R5 = lkkz (Rl, RQ, R3, R4) =3

Az alabbi tablazat R,, értékét mutatja n = 20-ig,

n 0{1]2]|3/4|5|6|7(8/9|10(11(12(13|14|15|16|17|18]19|20
R, [0/110{2]03/0{4/0{2/0]5/0{6/0[2(0]/7/0]8]0

Konnyen igazolhato, hogy paros n-re R, = 0, ha n paratlan és n-nek a legkisebb primosztéja éppen a k-adik primszam,
akkor R,, = k. (Az els6 prim a 2, a masodik a 3.)

LETRA. Az egyszertiség kedvéért a t = 3 esettel foglalkozunk, a t&bbi eset hasonléan intézhets el. Amig a halomban
legfeljebb 3 (= t) elem van, addig a LETRA és a HALOM jaték ugyanaz, tehat az elsé négy Grundy-szam Lo = Hy =
0, L1 =1, Ly =2, L3 = 3. Ha viszont négy elembdl indulunk ki, akkor a 1épés eredménye nem lehet a 0 elemd halom,
tehat Ly = lkkz(L3, Lo, L1) = lkkz(3, 2, 1) = 0. Ot elemi halom esetén 4, 3 vagy 2 elemt halmot kaphatunk, igy
Ls = lkkz(Ly, L3, Lo) = lkkz(0, 3, 2) = 1. Altalaban L,, az L,,_1, L,_2, L,_3 szdmok legkisebb kizartja, ami éppen
n-nek 4-gyel — altaldban (¢ + 1)-gyel — valo osztésakor kapott maradék.

a b e d e S g h
8 0 1 0 1 0 1 0 1 0
7 1 2 3 2 3 2 3 2 3
6 0 3 0 1 0 1 0 1 ]
b5 1 2 1 2 3 2 3 2 3
4 0 3 0 3 0 1 0 1 0
3 1 2 1 2 1 2 3 2 3
2 0 3 0 3 0 3 0 1 0
1 1 2 i 2 1 ' 2 1 2 3
0 3 0 3 0 3 0 3 0 8. dbra




KIRALY. A jaték poziciéit a sakktabla mezsivel azonositjuk, a poziciokhoz tartozé Grundy-szamokat a mezékbe irjuk.
A Dal fels6 sarokba 0 keriil, hiszen innen nem tudunk tovabb lépni. A felsG sor kovetkezé mezGjének Grundy-szama
lkkz(0) = 1, mert ebbdl a mez6bdl csak a 0 Grundy-szamu sarokmeztbe tudunk lépni. A sor mésodik (c8) mezdjébdl
csak az el6z6be keriilhetiink, igy a beirando szam lkkz(1) = 0. A felsS sorban tehat felvaltva 0 és 1 all, ugyanez igaz a
bal széls6 oszlopra is (8. abra). Ezek kitoltése utan egyetlen mezd van, amelynek mindharom rakévetkezdjét kitoltottiik:
a b7 mezd. Ebbe a rakovetkezdk legkisebb kizartja, lkkz(0, 1, 1) = 2 keriil. A ¢7 mez6 szama lkkz(0, 1, 2) = 3, ezt
folytatva a masodik sort — és evvel egyiitt a masodik oszlopot is — kitolthetjiik. Ha ezekkel végeztiink, ratérhetiink a
harmadik sorra stb.

A Kkitoltést természetesen nemcsak a 8 x 8-as sakktablan, hanem akidrmekkora sakktablan is elvégezhetjik. A 8.
abran a vastagon kihuzott kis keretek segitenek a szabalyszertiség felismerésében. Ennek alapjan tetsz6leges méreti
sakktabla tetsz6leges mezGjének Grundy-szamat megmondhatjuk a teljes tabla kitoltése nélkiil.

KIRALYNO. Nem részletezziik a tabla kitoltését, annak kezdd része a 9. dbran lathato.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
1 2 0 4 5 3 7 8 6 10 | 11 9
2 0 1 5 3 4 8 6 7 11 9 10
3 4 5 6 2 0 1 9 10 | 12 | 8 7
4 5 3 2 7 6 9 0 1 8 13 | 12
5 3 4 0 6 8 10 1 2 7 12 | 14
6 7 8 1 9 10 | 3 4 5 3] 0 2
7 8 6 9 0 1 4 5 3 14 | 15 | 13
8 6 7 10 1 2 5 3 4 15 | 16 | 17
9 10 11 12 8 7 13 14 15 16 17 6
10 | 11 9 8 13 | 12 0 15 | 16 | 17 | 14 | 18
11 9 10 7 12 | 14 2 13 | 17 | 6 18 | 15
9. dbra

Sajnos nem valészint, hogy valamilyen egyszerd formula megadné az egyes mezdkbe irandé szamokat.

BASTYA. Az ehhez a jatékhoz tartozé Grundy-szamok tablazata a késébbiekben fontos szerepet fog jatszani (10.
abra).
A fels6 sorban a szamok 0-t6l kezdve 1-esével ndvekszenek, hiszen a felsé sor egy mezGjérdl a téle balra levé mezsk
barmelyikére (és csak azokra) lehet lépni — ez lényegében azonos a HALOM jatékkal. Ugyanez all a bal széls6 oszlopra
is. Egy mez&be akkor lehet a Grundy szamot beirni, ha az Osszes felette allo, valamint az 6sszes t6le balra levé mez6t
méar kitoltottiik. A mez6hoz tartozd Grundy-szam éppen az ezekben allo szamok legkisebb kizartja, azaz a legkisebb
olyan szdm, amely sem az oszlopaban sem a sordban kordbban még nem szerepelt.



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11
1 0 3 2 5 4 7 6 9 8 | 11 | 10
2 3 0 | 1 6 |.7 4 5 1w | 11| 8 9
3 2 1 0 7 6 5 4 nm| w0 9 8
4 5 6 7 0 1 2 3 12 | 13| 14 | 15
5 4 7 6 1 0 8 | 2 13 | 12 | 16 | 14
6 7 4 5 2 3 0 1 14 | 15 | 12 | 13
i 6 6 4 3 2 1 0 15 | 14 | 13 | 12
8 | 9 |10 | 11 | 12| 13| 14| 15 0 1| 2 | 3
9 8 1| 1w | 13 12| 15 | 14 1 0 3 2
10 | 1 8 9 14 | 15 | 12 | 13 2 3 0 1
11 | 10 9 8 15 14 | 13 | 12 3 2 1 0
10. dbra

A tablazat vastag vonalakkal hatarolt négyzetei a kovetkezs tétel érvényességét mutatjak n =1, 2, 3-ra:

1. tétel. A tabldzat bal felsd 2™ x 2" méretid részének minden sordban és minden oszlopdban a 0-t6l 2™ — 1-ig terjedd
szamok mindegyike pontosan egyszer fordul eld.

Legyenek ¢ és j nem-negativ egész szamok, és jeloljiik ¢ @ j-vel a balrol szamitott (i + 1)-edik oszlop és feliilrdl
szamitott (j + 1)-edik sor metszéspontjaban all6 szamot. Példaul a tablazat szerint 3@ 2 = 1, valamint 7® 8 = 15. A
tablazat szimmetrikus a jobbra lejt6 atlora, ezért i @ j = j @ ¢ minden (i, j) parra. A fels§ sorban a szamok egyesével
novekszenek, tehat 0@ i = ¢ B0 = 4; az atloban pedig (legalabbis ameddig a 10. Abra mutatja) csupa 0 all, igy ¢ ®¢ = 0.

A kovetkezd két tétel is a BASTYA jaték tablazatarol szol.

2. tétel. Legyen 0 <i; j < 2". Ekkor (i +2")@j=i® (j +2") = (i®j)+2", valamint (i +2") D (j +2") =i D
(11. 4bra).
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Bar mind az els6, mind a mésodik tételt 6nmagaban nehéz volna igazolni, a két tételnek egyszerre, n-re vonatkozo
indukcidval torténd bizonyitasa mar nem nehéz. Ezt Olvaséinkra hagyjuk, csak gy, mint annak meggondolasat, hogyan
kovetkezik a 2. tételbdl a

3. tétel. Irjuk fel i-t, j-t és i®j-t is a kettes szamrendszerben. Ekkor minden helyi értékre az ott dll6 hdrom szdmgjegy
kozott pdros sok (azaz 2 vagy 0) 1-es taldlhato.

A 3. tétel alapjan tetszGleges i, j szamra viszonylag gyorsan ki lehet szamitani az i @ j szamot, és ezt az i és j
NIM-6sszegének nevezziik. Igy példaul ha a 100 = 1100 1005 és az 50 = 110 010, szamok NIM-osszegét keressiik,
annak utolso (kettes szamrendszerbeli) helyi értékén 0, az utolso el6ttin 1, az azt megelézon is 1 stb. all aszerint, hogy
egyezik-e a megfelels két jegy vagy sem. Igy 100 ® 50 = 1010 1105 = 86.



Vilagosabb a NIM-0sszeadas technikaja, ha a szamok kettes szamrendszerbeli alakjat szokdsosan egymaés ala irjuk
(12. abra).

1100100
@ 110010
1010110

12. dbra
A 3. tételbdl az is kovetkezik, hogy tetszéleges i, j, k nem-negativ egészekre (i @ j) Bk = i ® (j ® k), azaz a
NIM-6sszeadas asszociativ. Tovabba — mint mar sejtettiik —, ¢ @ ¢ = 0 minden ¢-re. Ez a kordbban megallapitott
1@ j =7@iésid0 = i Osszefiiggésekkel egyiitt azt jelenti, hogy a nem-negativ egészek erre a miveletre nézve
csoportot, mégpedig kommutativ, vagy mas néven Abel-csoportot alkotnak. A @ mitvelet egy érdekessége, hogy inverz
mivelete sajat maga: i-hez j @ i-t kell NIM-adnunk ahhoz, hogy j-t kapjunk:

iBEON)=i0(e])=(i0)0j=00]=j

HUSZAR. A Grundy-szamok tablazatan (13. dbra) jol megfigyelhets ismétlgdés a 8 x 8-as tablan még nem tudna
kibontakozni. (Kérdés: miért nem fordul el6 4-nél nagyobb szam a tabldzatban?)
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Példainkat befejezve ratériink egy, mar korabban kimondott tétel bizonyitasara.

lehetséges, hogy mar X;-nek valamely X5 rédkovetkezGjéhez sem irhattunk szdmot. Kiilonben ha X;-nek nem volna
rakovetkezGje, akkor 0-t, egyébként pedig a rakovetkezdihez irt szamok legkisebb kizartjat irtuk volna. Ekkor ugyanigy
Xo-nek is van olyan X3 rakovetkezGje, melyhez nem tartozik Grundy-szam, Xs-nak is van ilyen X, réakovetkezdje, és
igy tovabb. Ily médon kapjuk az X;, Xo, X3, ... pozicidkat Ggy, hogy mindegyik X; i pozicié az X; rakovetkezGje.
Jatékunkban azonban csak véges sok pozicio van, tehat ebben a sorozatban valamelyik pozici6 ismét el6fordul, példaul
X = X;,ahol 1 < k <. Am ekkor X;-bél Xit1-be, Xii1-b6l Xgio-be, ... X;_1-b6l X; = Xi-ba lehet lépni, igy
grafunkban létezik kor, azaz a jaték nem véges, ellentétben kiindulé feltevésiinkkel. Az ellentmondés éppen a tétel
allitasat bizonyitja.

4. Hogyan lehet eqy jdatékot megnyerni?

Egy (véges) jaték pozicioihoz rendelt Grundy-szamoknak a kovetkez6 harom fontos tulajdonsaguk van:

a) veszt6 pozicié Grundy-szama 0;

b) ha egy pozicio Grundy-szama n > 0, akkor egyetlen rakovetkezs pozicié Grundy-szama sem n;

¢) ha egy pozici6 Grundy-szama n > 0, akkor a rakévetkez6 poziciok kozott van n—1, n—2, ..., 1, 0 Grundy-szamu
pozicio is.



Ezekbdl a tulajdonsdgokboél azonnal adédik az:

5. tétel. Eqgy véges jatékban Kezddnek akkor és csak akkor van nyerd stratégidja, ha a kezdd pozicio Grundy-szama 0-tol
kilonbozik.

Ha ugyanis a kezd6 pozici6 Grundy-szama nem nulla, akkor a c) tulajdonsag miatt van (esetleg tobb) 0 Grundy-
szamu rakovetkezdje. Valassza Kezd6 ezek valamelyikét. Most Masodik kovetkezik, és 0 Grundy-szami poziciéboél indul.
Masodik vagy azonnal veszit — ez az a) eset —, vagy pedig kénytelen olyan pozicidba lépni, amelynek Grundy-szama
pozitiv — b) eset. Kévetkezésképp Kezds ismét pozitiv Grundy-szamu poziciobol léphet.

Osszefoglalva, ha Kezd6 eszerint a stratégia szerint jatszik, akkor mindig pozitiv Grundy-szamu poziciobol léphet,
aminek a c) tulajdonsag miatt feltétleniil van 0 Grundy-szamu rakovetkezdje. Igy Kezd nem veszthet. S mivel a jaték
véges, igy el6bb-utébb véget ér, Masodik a vesztes.

Megforditva, ha a kezd6 pozicié Grundy-szdma 0, akkor Masodik érheti el, hogy valahanyszor 6ra keriil a sor,
pozitiv Grundy szamu pozici()b()l léphessen igy ebben az esetben Mésodiknak van nyer6 stratégié,ja
Kezd6 vagy Masodik tudja-e megnyerni a jatékot, s6t magat a stratégiat is tudjuk: aki nyerni akar, annak mindig 0
Grundy-szamu pozicidba kell 1épnie. Ha csak egyszer is téved, ellenfele kezébe adja a nyerés lehet&ségét.

Az 5. tétel bizonyitdsa a Grundy-szamoknak az a), b) és ¢) tulajdonsagéan, valamint azon a tényen mulott, hogy a
jaték elébb-utobb véget ér. A Grundy-szamozast és evvel egyiitt az 5. tételt nem véges jatékokra is lehet altalanositani
a kovetkez6 modon.

A Grundy-szamok hozzarendelésére a 3. pontban adott eljarast modositsuk igy:

Ahhoz a pozicichoz,-melynek nincs rdakévetkezdje, 0-t frunk.

Egy még Grundy-szdm nélkili, X pozicichoz az n > 0 szdmot a kévetkezd esetben rendeljik:

1. ha n a legkisebb kizdrtja mindazoknak a szamoknak, amelyek X megszamozott rakévetkezdihez tartoznak;

2. ha X minden szdm nélkili rakévetkezdjének van olyan megszamozott rakévetkezdje, melynek Grundy-szdma éppen

Nézziik, hogyan alkalmazhat6 ez az eljaras a DUGO jatékra (14. abra). A C cstcs az egyetlen, amelybdl nem indul
ki at, igy a C cstcs Grundy-szama 0.
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Ezutan a D-hez irhatunk 0-t, mert D rakovetkez6i B és E még szadmozatlanok, de mindkettének van 0 szamu
rakovetkezGje (a C cstics). Ezek utan G szama 1, hiszen egyetlen rakovetkezdjének, D-nek Grundy-szama 0, és ugyanigy
K széma 0.

Most az egyetlen cstcs, amit megszamozhatunk, £, melynek Grundy-szama 1. Valéban, E-nek egyetlen szamozott
rakovetkezGje 0, mig masik, még szadmozatlan rakovetkez§jébsl H-bol eljuthatunk az 1 Grundy-szamua G-be. Mivel
evvel B mindkét rakovetkezgjét kitoltottiik, B-be lkkz(0, 1) = 2 keriil, és ezért A-ba lkkz(0, 2) = 1.

Innen kezdve kénnyen meghatarozhatjuk az F, J, I, H, L, M, N, P cstucsok Grundy-szamait: mire egy cstcsra
sor keriil, addigra Gsszes rakovetkezGje mar kapott szdmot.
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Maradhatnak olyan poziciok is, melyek még a modositas alapjan sem kapnak szamot. Ilyen jaték grafjat mutatja a
15. abra, az iires, illetve teli négyzetek mutatjik a ,szamozhatatlan” csticsokat. A médositott eljarassal kapott Grundy-
szamok is nyilvan rendelkeznek a korabban kimondott a), b), c¢) tulajdonsagokkal, és igaz az 5. tételnek a kovetkezd
altalanositasa:

6. tétel. Eqgy jatékban a Kezdd jatékosnak pontosan akkor van nyerd stratégidja, ha a kezdd pozicio valamely rako-
vetkezdje nulla Grundy-szamai.

A Madsodik jatékosnak pontosan akkor van nyerd stratégidja, ha a kezdd pozicio nulla Grundy-szami.

Minden mds esetben mindkét jdatékos elérheti, hogy ne kapjon ki, azaz ha mindketten ,okosan” jdatszanak, a jaték
sohasem ér véget.

A 6. tétel bizonyitasa hasonlé az 5. tétel bizonyitasahoz, csak annal kissé bonyolultabb, szintén az Olvaséra hagyjuk.
A 6. tétel alapjan a 15. abra jatékat Kezdd nyeri, ha a kezd6 pozicié az 1-gyel, a 2-vel vagy a harom teli négyzettel
jelolt poziciok valamelyike; Masodik nyeri, ha a két nullas pozicié valamelyikébdl indulnak; végiil a jaték dontetlen,
ha az iires négyzetek barmelyike a kezd6 pozicié.

A DUGO jatéknal a kezd6 pozicié az M csiics, aminek Grundy-szama 0, tehat Masodiknak van nyerd stratégiaja.
Az a dolga, hogy Kezd6 minden 1épése utan valamelyik 0 Grundy-szamu csicsba iranyitsa az autot.

5. Jatékok Osszege

Egy jatékot jatszani nem mindig nehéz, s6t néha annyira egyszerd, hogy nem is tekintjiik igazan jatéknak. Mondtuk
ezt mindjart a HALOM-nal. Am rogton érdekessé, s6t nehézzé valik, ha tobb HALOM jatékot kell egyszerre attekinteni,
a jatékok kozott valamiféle | egyensulyt” fenntartani azzal a feltétellel, hogy a soros jatékos a rendelkezésére allo t6bb
jaték kozil csak az egyikben léphet. De hogy melyikben, és hogyan, azt méar 6 donti el. A vesztes most is az, aki nem
tud lépni, azaz aki az utolsénak maradé jatékot veszti el.

Hogy konnyebben tudjunk ezekrél az Gsszetett jatékokrol beszélni, egy jeldlést vezetiink be. A J; és Jo jatékok
dsszegének nevezzik, és (J; + Ja)-vel jeloljiik azt a jatékot, melyben a soros jatékos a Jy vagy a Ja jatékok koziil
pontosan az egyikben lép egyet. Hasonloan definidljuk aJ; + Jo + J3 stb. Osszegeket is. Egy Osszegjaték valamelyik
Osszeadandodja lehet maga is egy Gsszeg, ilyenkor azonban a rész-6sszeadandokat anélkiil, hogy el6bb kiilon 6sszeadnank
Gket, kozvetlen tagoknak is tekinthetjiik.

Els6ként nézziik meg, mi torténik, ha ugyanazt a jatékot vessziik két példanyban, vagyis vizsgaljuk a J+ J 0sszeget.
Ebben Kezdének nem lehet nyerd stratégidja. Jatsszon ugyanis Masodik a kovetkezGképpen: akarmit is 1ép Kezdg, lépje
6 ugyanazt a masik jatékban. Igy Masodiknak minden lépése utan mindkét jaték ugyanabba a pozicioba keriil, tehat
ha Kezd6 tud 1épni, tud 1épni a Masodik is. Ha a J jaték véges, akkor persze J+J is az, és ekkor J+ J-ben Masodiknak
van nyerd stratégiaja.

Valamivel bonyolultabb a helyzet a J + J + J jatéknal. Ha Méasodiknak van nyerd stratégiaja J-ben, akkor a
J + J + J Osszeget is megnyeri: Kezd6 barmelyik jatékot is valasztja, 1épje Masodik ugyanabban a jatékban a J-beli
nyerd stratégiaja szerinti valaszlépést. Igy Masodik a J mindharom példanyat megnyeri, tehat az Gsszeget is.

Ha viszont Kezdének van nyerd stratégidja J-ben, és J véges, akkor Kezds J + J + J-t is meg tudja nyerni. A
harom J koziil az els6t mintegy sziviigyének tekinti, és abban a (J-beli) nyerGstratégiaja szerint jatszik. Példaul elsd
lépését is ott teszi meg, és valahanyszor Masodik ebben 1ép egyet, Kezdd is itt valaszol. A masik két jaték csak raadas:
ha Masodik az egyikben 1ép valamit, Kezdd 1épje ugyanazt a mésikban. E szerint jatszva Kezd6 nem veszthet, s mivel
J, és ezzel egyiitt J + J + J is véges, végiil is nyer.

Az a feltétel, hogy J véges, nem hagyhato el. Taldlhaté ugyanis olyan nem véges J jaték, amelyben Kezdének nyerd
stratégiaja van, s ugyanakkor J + J + J-t Mésodik akarmeddig elhizhatja.

Az 5. tétel alapjan egy véges jatékban Masodiknak akkor és csak akkor van nyerd stratégidja, ha a jaték Grundy-
szama 0. Mivel J-vel egyiitt J 4+ J, J+J + J, ... is véges, az el6bbieket kissé altalanositva a kovetkezs tételt kapjuk:



7. tétel. Ha a J véges jdaték Grundy-szama 0, akkor a J+J, J+J+J, ... jitékok Grundy-szama is 0. Ha a J véges
jaték Grundy-szdma pozitiv, akkor a J+J+ J, J+J+J+J+ J, ... jitékok Grundy-szdma is pozitiv, ugyanakkor
J+J, J+J+J+J, ... Grundy-szdma 0.

Ez a tétel egyszert kovetkezménye a kovetkezs, els§ latasra meglepd tételnek, mely azt mondja ki, hogy jatékok
Osszegének Grundy-szama kiszamithatéd a jatékok Grundy-szamabol, s nem fiigg az Osszeadandok konkrét struktira-
jatol.

8. tétel. Legyen a Jy jdték Grundy-szama ji, a Jo jatéké jo. Ekkor J1 + Jo Grundy-szdma j1 @ jo2, vagyis j1 €s ja
NIM-dsszege.

Bizonyitasul csak azt az esetet vizsgaljuk, ha J; és Jo végesek; az altalanos eset hasonléan kezelhetd, csak bonyo-
lultabb. A J; + Js jaték poziciéit olyan parokkal abrazolhatjuk, melyek els tagja a Jy jatéknak, mésodik tagja pedig

a Jo jateknak egy-egy pozicidja. Ha a Ji-beli X pozicié (Ji-beli) rakovetkezsi X1, Xo, ..., X,; a Jo beli Y pozicid
rakovetkez6i Y1, Ya, ..., Y,,, akkor a Ji + Jo jaték (X, Y) pozicidjanak Osszesen n + m rakovetkezGje van, és ezek
(X1, Y); (Xo, Y); ...; (X,, Y), valamint (X, Y7), ..., (X, Y,,). Az els6 n par annak felel meg, mikor a soros

jatékos Ji-ben 1ép, a masodik m pedig annak, amikor Jz-ben.

X pozicidhoz tartoz6 Ji-beli Grundy-szamot g, az X1, ..., X, pozicidkhoz tartozokat g1, ..., gn; a Jo jaték Y
pozicidéjdhoz tartozd Jo-beli Grundy-szamot h, az Yy, ..., Y, pozicidkhoz tartozdkat hi, ..., hg,,. Tételiink azt
vonatkozé szabaly alapjan indukciéval igazoljuk, ebbdl a tétel allitdsa azonnal adodik.

Egy poziciohoz (véges jaték esetén) két dllapotban irhatunk Grundy-szamot: vagy ha a poziciénak nincs rakovetke-
z6je, vagy ha a pozicié minden rakovetkezGjének méar van Grundy-szama. Tekintsiik a J; 4+ J2 jaték (X, Y) poziciojat.
Ennek pontosan akkor nincs rakdvetkezGje, ha sem X-nek, sem Y-nak nincs rakévetkezéje. Ekkor X-nek, Y-nak és
(X, Y)-nak is 0 a Grundy-szédma, és 0 ® 0 = 0. Erre az esetre tehét igaz az allitas.

Most tegyiik fel, hogy a Ji + Ja-beli (X, Y) pozici6 minden rakovetkezGjének mar van Grundy-szama, tovabbé
indukcios hipotézisként tegyiik fel azt is, hogy az (X;, Y) pozici6 Grundy-szama g; @ h, az (X, Y;) pozicié Grundy-
szama g ® h; (itt ¢ <n; j < m, és n =0 vagy m = 0 is lehetséges). Mivel X és Y Grundy-szama a rakovetkezGihez
tartozé szamok legkisebb kizartja, azaz

(1) g =1kkz(g1, ..., gn), illetve h = lkkz(hy, ..., hy),
masrészt (X, Y) Grundy-széma
(2) lkkz(g1 @ h, ... g ®h gD h1, ... gD hm).

Ahhoz, hogy tételiinket bizonyitsuk, elegendé megmutatnunk, hogy a (2)-ben szerepl$ érték éppen g @ h. Ez két
dolgot jelent. Egyrészt azt, hogy g ® h nem fordul el6 a zardjelben felsorolt értékek kézott, masrészt azt, hogy minden
(g @ h)-nal kisebb érték szerepel. Kezdjik az els6vel. Ha g ® h = g; ® h volna, akkor ennek mindkét oldaldhoz h-t
NIM-adva

g@0=ga(h®h)=(gdh)oh=(1@h)dh=9®he&h) =70,

azaz g = g1 volna, ami (1) miatt lehetetlen. Hasonloéan g @ h = g @ h; sem allhat fenn h # h; miatt. Igy g © h valoban
nem fordul el6 (2)-ben a zardjelen beliil.

A g @ h NIM-0sszeg definicié szerint a (9 — 1) @ h, ..., 1®h, 0dhésagh—1), ..., gB1, g®0 szamok
legkisebb kizartja (10. dbra). Az (1) feltétel szerint a g1 ..., gn legkisebb kizartja g, igy a g1, ..., gn kozott a
g—1, ..., 1, 0 szamok mind megtaldlhatok. Kovetkezésképpen (2)-ben a (9 — 1) @ h, ... 0 ® h mindegyike, s
ugyanezért a g ® (h — 1), ..., g ® 0 mindegyike is szerepel. Igy (2) értéke legalabb g @ h, mivel tobb szam kizartja
nem lehet kisebb, mint egy részhalmazuké. De g @ h nem szerepel kozottiik, azért (2) értéke valoban g @ h. — Ezzel
igazoltuk a 8. tételt.

Mindjart alkalmazzuk is a tételt: a Masodik jatékosnak a J + J jatékban nemcsak akkor van nyers stratégiaja,
Grundy-szama az el6z6 tétel alapjan j & j = 0, ami a 6. tétel alapjan Masodik nyers stratégidjanak létezését tanusitja.
Masodiknak ugy kell lépnie, hogy a két jatékban mindig egyforma Grundy-szidmu poziciot allitson els. Ilyen lépésbsl
természetesen tobb is lehet, de nem feltétleniil vezet ezek mindegyike kozelebb a gyézelemhez. Példaul ha ket DUGO
jatékot jatszanak egyszerre — vagy ami ugyanaz, kezdetben két autd indul ugyanabbol a varosbol (mindegy, hogy
melyikbol), és egy lépésben az egyik autdt vihetik tovabb, — akkor Masodik biztosan nyer.

Minden 6sszeget két tagi Osszegek Osszegére bonthatunk fel, a 8. tételt tehat nemcsak két, hanem akarhany jaték
Osszegére is alkalmazhatjuk. Ezt tessziik a kovetkezs jaték elemzésénél.

TRIDUGO. A jatékot a DUGO jaték tablajan jatssza a két jatékos (7. és 14. abra). Kezdetben egy-egy auto6 indul az
A, a K és a P varosbol. A soron kovetkezd jatékos az egyik autot jelenlegi helyérdl egy szomszédos varosba iranyitja.
Egy véarosban egyszerre akir mind a harom auté is tartézkodhat. A nyertes az, aki az utolsé autét C-be irdnyitja
(vagyis veszit az, aki nem tud lépni).

A figyelmes Olvaso azonnal észreveszi, hogy ez tulajdonképpen harom DUGO jaték Gsszege. Az egyikben az auto
A-bol, a mésikban K-bol, a harmadikban pedig P-bdl indul. Az egyes jatékok Grundy-szamai a 14. abra jobb oldala



alapjan rendre 1, 0, illetve 2, az 6sszegjaték Grundy-szama tehat 1 ® 0 @ 2 = 3. Igy Kezddnek van nyers stratégiaja.
Egyrészt arra kell iigyelnie, hogy minden lépése utan a harom auté alatt all6 szam NIM-0sszege 0 legyen — ez konnyd
—, masrészt arra, hogy a jaték befejez6djon, ez mar nehezebb. Ez utébbi cél elérése érdekében célszeri, ha mindig
olyan lépést valaszt, amelyben a mozgatott auté kisebb Grundy-szamu poziciéba lép, de persze ez nem elég. Kezdének
két olyan indulasa is van, mellyel az Osszegjaték Grundy-szdma nullava valik: az egyikben az A-beli autét B-be,
a masikban a P-beli autot N-be kell irdnyitania. Ha gyors gy&zelmet akar elérni, célszerti a masodik lehet&séget
valasztania, ebben az autd egy 2 Grundy-szamu poziciordl egy 1, azaz kisebb szdmu pozicidba 1ép. Az A — B lépés
viszont tobb kombinéciéra ad lehetGséget, talan az ellenfél nagyobb kedvvel veti bele magét a reménytelen kiizdelembe.

6. Tovabbi jatékok: a NIM és csalddja

Tobb HALOM jaték osszege a jol ismert NIM jaték:

NIM. Van néhany halom targyunk. Egy 1épésben valamelyik halombol valahany elemet kell elvenni, akir az egész
halmot is. A jaték nyertese az, aki az utols6 elemet elveszi.

Természetesen a jaték Grundy-szdma a halmokban taldlhaté elemek szamanak NIM-Osszege, s aki nyerni akar,
annak ugy kell jatszania, hogy minden 1épése utan ez az dsszeg nulla legyen.

A NIM jatéknak ezt a formajat és a hozza tartozo stratégiat Olvasoink bizonyara jol ismerik. Azonban a jatéknak

tobb érdekes és kevésbé ismert valtozata is van. Ezek koziil az els6ként bemutatandé valtozat D. G. Northcott nevéhez
fliz6dik.
GYALOGOS. A jatékot a (8 x 8-as) sakktablan a nyolc fehér és a nyolc fekete gyaloggal (parassttal) jatsszak, olyanféle
kiindul6 allasbol, amilyet a 16. Abra mutat. Minden sorban pontosan egy fekete és egy fehér gyalog all. Kezdé a fehér
gyalogokat, Masodik a feketéket mozgatja gy, hogy ugyanabban a sorban akirhény mez6t el6re vagy hatra léphet, de
az ellenfél figurajat nem ugorhatja at, és nem &llhat ra az ellenfél mezdjére sem. A vesztes az, aki nem tud 1épni, azaz
akinek Osszes figuraja ,beszorult” (a sor valamelyik végén).
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Annak ellenére, hogy a jaték nem véges, lényegében egy ,bujtatott” NIM-r6l van sz6. Benne a halmok elemszamat
a szemben 4ll6 gyalogok kozti iires mez6k szama adja meg. Igy a bemutatott pozicié Grundy-szama 45050333 1@
1®3®5 = 1. Kezd6 tehat nyer, els6 1épésével a negyediktsl a nyolcadik sorig barmelyikben egy mezgvel kell kézelednie
ellenfeléhez. Ha Masodik hatral, Kezd6 ugyanannyival utanamegy, hogy a figurak kozti tavolsag ne valtozzék. Ha pedig
Masodik tamad, azaz egyik gyalogjat kozelebb hizza Kezdd megfelels gyalogjahoz, akkor a sornak megfeleltetett halmot
csokkenti, és Kezd6 a NIM jaték stratégidja szerint valaszolhat, ami — sziikség szerint — ugyanabban vagy egy masik
sorban torténik meg.

Igy Kezd6 mindig kozeledik ellenfeléhez, egy id6 mulva az mar nem tud hatralni, tehat veszit.

BUBOREK. Egy folfelé haladé kanyargos ,,cs6ben”, amely a 17. dbra szerint mezékre van osztva, a jatékosok elhelyeznek
néhany ,buborékot”, ezeket a sotét korok jelzik. Egy lépésben valamelyik buborékot kell valahany mezgvel feljebb tolni.
Egy mez6ben legfeljebb egy buborék tartozkodhat, és a buborékok nem el6zhetik meg egymést. Az abran a nyil egy
szabalyos lépést mutat. A jaték akkor ér véget, amikor az Osszes buborék a csé tetején gytlik Ossze, s a vesztes az, aki
mér nem tud 1épni.
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o 17. dbra

Ebben a jatékban is megtalaljuk a NIM-et. Induljunk el a legalsé buboréktol, és minden pératlan sorszamu bu-
boréktol szamoljuk meg az tires mezSket a kovetkezsig (illetve paratlan sok buborék esetében utoljara a csé tetejéig).
Ezek a szamok adjak ki a NIM halmok elemszamait, esetiinkben ez 7, 4 és 4. Mindkét jatékos barmelyik , halmot”
barmennyivel csokkentheti, s ha egy jatékos egy ,halom” felsé végét megtolja, ellenfele ezt a lépését semlegesitheti az
als6 hatarolé buborék alkalmas megtolasaval. Igy aki a NIM jatékot a fent leirt halmokkal megnyeri, az nyeri meg
a buborék jatékot is. A bemutatott helyzetben Kezd6nek van nyerd stratégiaja, s els§ lépéseként példaul a legfelss
buborékot tolhatja eggyel feljebb. Ezutan a lépés utan el6allé halmok mérete ugyanis 3, 4, 7, melyek NIM-Gsszege
0. J6 kezd6 lépés az is, ha a legalsd buborékot csatlakoztatja a megel6z6hoz, azaz a 7 elemid halmot teljes egészében
elveszi.

FAVAGO. Egy erdében a fiak egy négyzetracs pontjaiban helyezkednek el, bar innen-onnan mar hianyzik egy-egy fa
(18. abra). A jatékosok felvaltva vagjak ki (= athuzzak) a fakat: a soron kovetkezs jatékos egy vizszintes sorbol egyet
vagy tobbet, de csak szomszédosokat vaghat ki. A vesztes az, akinek nem marad kivagni val6 faja.
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Igy péeldaul Kezd6 a felsé sorbol akar az elsé négy, akar az utols6 négy fat kivaghatja, de nem vehet el mind a két
részbdl, hiszen azok mér nem volnédnak szomszédosak. Maga a jaték természetesen nem mas, mint az egyes osszefliggs
fasorokon jatszott jatékok Gsszege, esetiinkben 8 jaték Osszege. Egy Osszefiiggs fasoron a jaték lényegében a HALOM
jaték, azzal a kiilonbséggel, hogy egy vagy tobb fa kivagasan (elvételén) kiviil a megmaradt részt meég két kiilonallo
részre lehet osztani. Ez azonban nem befolyasolja a jaték kimenetelét Annak a jatékosnak ugyanis, akinek a NIM
jatékban nyer6 stratégiaja van, nem érdeke, hogy novelje a kiilonallo halmok szamat. Ellenfele pedig ha az ng, nq, ...
hosszisaga sorok koziil az ng méretit néhany kozbiilsé fa kivagasaval egy k és egy [ hosszusagira bontja szét, akkor
ezzel egy (k@) dny Dne®. .., Grundy-szamu pozicidba lép. Ez k@1 < k + | < no miatt nem lehet nulla, tehéat hiaba
novelte a halmok szamat.

A 18. abra jatékanak Grundy-szama ezek szerint 4 G4 D6 H2D 7D 1D 3D 5 = 4, vagyis Kezdbnek van nyerd
stratégiaja. Jo kezd§ lépés példaul az, ha a legfelsé sorbdl az elsé négy fat kivagja.

Ismeretes, hogy a NIM-ben két egyezd elemszami halmot a jatékosok barmely lépésiik utan egyszertien figyelmen
kiviil hagyhatnak, hiszen azok egyiitt a jaték kimenetelét nem befolyasoljak. Jatszhatnanak tehat agy is, hogy kiilon-
kiilon helyet tartanak fenn az egy elemd, a két elemt stb. halmoknak, és mindegyik helyen legfeljebb egy, annyi
elemszamu halom allhat. Amikor lépnek, a viltoztatand6 halmot kiveszik helyérdl, elveszik bel6le a megfelels szamu
elemet, majd visszateszik az Gj helyére, ha azon a helyen még nem Aallna halom; illetve ha mar all, akkor az elGallitott
halmot és az ott allo, vele egyezd elemszami halmot is félreteszik — azok méar igazaban nem vesznek részt a jatékban.
Vegyiik észre, hogy nincs is sziikség targyakra, halmokra, mindossze azt kell jeldlniink, hogy van-e 1, 2 stb. elemszamu
halmunk vagy nincs. Ezt az absztrakcios lépést meg is tessziik a kovetkezs jatékban.

FORDITO; Van 10 korongunk, mindegyiknek egyik lapja piros, a masik kék. A korongokat a jaték elinditasaul egy
sorba rakjuk, néhanyat a piros, masokat a kék oldalaval felfelé (19. abra). A soron kovetkezs jatékos két eljarasbol
valaszthat: vagy egy korongot a piros oldalarol a kékre fordit, vagy két korongot fordit meg, de ezek koziil a jobb oldali
(nagyobb sorszamu) korongot a piros oldalarol a kékre kell forditania. A vesztes az, aki mar nem tud lépni, vagyis az
nyer, akinek lépése utdn minden korongnak a kék oldala latszik.
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19. dbra
A jatékban éppen a fent leirt modon buajtattuk el a NIM-et. Az i-edik korong piros fele azt mutatja, hogy van i

kaphatjuk meg, ha a piros korongok sorszamait NIM-adjuk 6ssze. A 19. 4bra Grundy-szama tehét
2@®3@ 7@ 10 =12. Ebbdl 0 Grundy-szamu poziciét csak a 10 elemd halomnak 6 elemiire valo cstkkentésével lehet
elérni, tehat az egyetlen nyer6 lépés az, ha a 10. és a 6. korongot megforditjuk.
A NIM-hez hasonld, csak kevésbé ismert jaték a

RIM. Van néhany halom targyunk. Egy 1épésben valamelyik halombél valahany elemet kell elvenniink, de csak

annyit szabad, hogy az elvett elemek szadma és az elvétel el6tti elemek szama relativ prim legyen egymashoz.

A jaték természetesen tobb RELATIV PRIM jatek osszege, igy elegends a RELATIV PRIM Grundy-szamait

ismerniink ahhoz, hogy nyerhessiink.
Hasonl6 jaték a
DIM. Az el6z6t6l abban kiilonbo6zik, hogy az elvett elemek szama osztoja kell hogy legyen a halomban eredetileg
talalhato elemek szaméanak. (Igy példaul barmely halombol akar az Gsszes elemét is elvehetjiik.)

Itt is egyetlen jaték tobb példanyanak Osszegérdl van szo, egyetlen halom esetén a Grundy-szamok a kovetkezok:

elemszam 011{2|3(4|5|6|7|8]9|10(11|12|13|14|15|16|17|18|19|20
Grundy-szam |0{1|2]1|3|1|2|1(4|1|2|1|3|1|2|1|5|1]|2]|1]|3

Altalaban, ha az elemszam 2F-nal oszthato, de 2" -nel mar nem, akkor a hozza tartozoé Grundy-szam k + 1.

Az el6z6 jatékok keveréke a
RIDINIM. Van harom halom targyunk. Egy 1épésben csak az egyik halombdl lehet elvenni, mégpedig a kovetkezs
szabéalyok szerint. Az els6 halombél csak annyit, hogy az elvett elemek szama relativ prim legyen a halom elvétel
el6tti elemszamahoz (RI), a masikbol annyit, hogy az elvett elemek szama osztoja legyen a halom elemszamanak
(DI), a harmadik halombol pedig akdrmennyit el lehet venni (NIM).

Induljunk ki harom 10 elemt halombol. Az els6é halom Grundy-szama Rig = 0, a mésodiké 2, a harmadiké 10. Tehat
Kezdének van nyers stratégidja, s az egyetlen jo kezdé lépése az, ha a harmadik halombol 8 elemet elvesz.
Nemcsak a HALOM jatékot, hanem példaul a LETRA-t is lehet NIM-szertien jatszani, példaul a kovetkezéképpen.
HEGYMASZO. Harom hegymaszo egy 5000 méter magas hegyet akar megmaszni. A hegyen 1000 méterenként
egy-egy menedékhaz van, a hegymészok ott megpihenhetnek, akar mindharman egy hézban (20. abra). A harom
hegymaszé koziil az egyik még gyakorlatlan, egy alkalommal csak az 1000 méterrel feljebb levé menedékhézig képes
menni. A mésodik akar 1000, akar 2000 métert tud haladni, mig a legiigyesebb a harmadik menedékhazhoz is fel tud
érni.

2000

1000
A jatékosok felvaltva egy-egy hegymaszot visznek a mondott megszoritasokkal valamelyik magasabban fekvd

menedékhédzba. Az nyer, aki az utolsé hegymaszot is a csicsra viszi.
A jaték elemzését az Olvasora hagyjuk.

20. dbra

7. Oktdlis jatékok, egy megoldatlan probléma

KUGLI. Ezt a jatékot H. E. Dudeney (1847-1930) hires angol rejtvényszerzs irta le el6szor. A jaték alapja egy 14.
szazadbeli népszeri francia labdajaték — a quilles —, mely kétségteleniil a mai kugli (és teke) Gse. A jatékhoz tobb
kuglibabut allitunk fel egy sorba, egymés mellé (21. abra). A jatékosok olyan iigyesek, hogy a kugligolyoval akaratuk
szerint barmelyik babut vagy barmely két szomszédos babut le tudjak donteni. Egymastél tavolabb levé babukat
viszont lehetetlen egyszerre ledonteni. A jatékot az nyeri, aki az utolsdé babut donti le.
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Jeloljiik altalaban d,-nel azt a poziciot, melyet n egymés mellett allé babu alkot, és legyen D,, az ehhez a pozicibhoz
tartoz6 Grundy-szam. Példaul a 21. abran lathato pozicié nem mas, mint d4 + dy + ds + do, és értéke
Dy ® Dy ® D3 @ Dy. Egy 1épés utan a d,, poziciébol mindazokba, és csak azokba a d, + dp Osszeggel jelzett
pozicidokba keriilhetiink, ahol a + b vagy (n — 1)-gyel vagy (n — 2)-vel egyenls. Ennek alapjan a D,, értékeket sorban
meghatdrozhatjuk. Nyilvanvaléan Dy = 0 és D1 = 1. A dy pozicio lehetséges rakovetkezsi dg és dy, igy
Dy = lkkz(Dg, D1) = 2. Hasonlbéan dj rakovetkez6i dy, da, valamint d; + dy, ez utobbi azt az esetet jeloli, amikor a
harom szomszédos babu koziil a kdzépsét dontjiik le. Igy D3 = Ikkz(Dy, D2, D1 @ Dy) = lkks(1, 2, 0) = 3.
Hasonl6an tovabbmenve

Dy Zlka(Dz, Dy & Dy, Ds, Dz@Dl) :lkkz(2, 0, 3, 2@0) =1,
Ds = Ikkz(Ds, Da® Dy, Dy, Dy® D1, Do® Do) =lkks(3, 201, 1, 301, 20 2) = 4.

A D, sorozat elemeit egyre nagyobb n-ekre kiilonosebb nehézség nélkiil kiszamithatjuk. Ezt t6bben meg is tették, és
azt a megleps tényt fedezték fel, hogy a D,, sorozat periodikus n > 72-re 12 hosszisagu peridodussal. A kovetkezd
tablazatban a D,, értéket 12 hossztsagu sorokba tordelve mutatjuk be, az utolsé sor ismétlédik, az adja a peridédust.
Moédositsuk egy cseppet a jatékot: mondjuk ki, hogy nem szabad egyetlen babut ledonteni, mindig két szomszédosat
kell eltaldlniuk. Természetesen papiron is jatszhatunk: egy sorba pontokat rajzolunk.
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A soron kovetkezs jatékos két szomszédos, még szabad pontot GsszekGthet.
A vesztes természetesen az, aki nem tud lépni.
Legyen ennél a modositott jatéknal az n szomszédos ponthoz tartozd Grundy-szam FE,,. Az E, szamokat az
el6z6ekben leirtakhoz hasonloan szamithatjuk ki. Példaul Fo =0, E7 = 0 (mivel 1 pont esetén is Kezdd veszit),
Ey =1, E3=1, Ey =2 és példaul
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E6 = lka(E4, Eg @ El, E2 @ EQ) = lka(2, 1 @ 0, 1 @ 1) = 3

Az E,, sorozat is periodikus n > 68-ra, 34 hosszusagu periodussal:

n | 0 ) 10 15 20 25 30
0 00112 03110 33224 05223 30113 02110 4527
34 40112 03110 33224 45523 30113 02110 4537
68 48112 03110 33224 45593 30113 02110 4537
102 48112 03110 33224 45593 30113 02110 4537

Mindkeét jaték az tugynevezett oktdlis jatékok csaladjaba tartozik, az els6 a -77, a méasodik a -07 szdmhoz tartozo
jatek. Altalaban az -A; Ay As ... sorozathoz tartozo oktélis jaték a kovetkezs. Ha az Ay > 0 ,szamjegy” kettes
szamrendszerbeli alakja éppen 2 + 2° + ..., ahol a, b stb. egymastol kiilonb6z6 nem-negativ egészek, akkor egy
szabéalyos lépésben barmely rendelkezésre all6 halmot k elemmel lehet csokkenteni, majd vagy a vagy b stb. nem {iires
részre kell szétbontani.

Igy, mivel 3 = 2! +2° a -333... jatékban barmely halmot akirhany elemmel lehet csokkenteni, és a megmarado
elemekbdl 1 vagy 0 részt lehet késziteni (azaz az egész halmot is el lehet venni). Ez a jaték éppen a NIM.

A 77 esetén 7= 22 + 21 + 29 fgy barmely halombol 1 vagy 2 elemet lehet elvenni, és a megmaradt elemeket 0, 1
vagy 2 részre lehet osztani. Ha arra gondolunk, hogy az elemek egy sorban allnak, akkor ez éppen azt jelenti, hogy a
sorbdl tetszéleges helyrdl 1 vagy 2 szomszédos elemet elvehetiink, vagyis éppen Dudeney KUGLI jatékat kapjuk.
Altalanosabb jatékként tekintsiik a -156 jatékot. Ebben egyetlen elemet akkor vehetiink el, ha az egyediil alkot egy
halmot (mivel 1 = 20); két elemet akkor vehetiink el, ha ezzel vagy az egész halmot elvessziik, vagy a maradékbol két
tovabbi nem-iires halmot csinalunk (mert 5 = 2% 4 2°); végiil 3 elemet csak 3-nal tobb elemi halombol vehetiink el, a
maradékot viszont (ha akarjuk) két részre oszthatjuk (hiszen 6 = 2% 4 2'). Ezt a jatékot azért mutatjuk be, mert J.
C. Kenyon felfedezte, hogy Grundy-szamai 3479-t61 kezdve 349 hosszisagu periddust alkotnak.

A tobbi oktalis jaték Grundy-szamai hasonléan viselkednek. Koziiliik jonéhanyat megvizsgaltak és legtobbjiikben a
Grundy-szamok valahonnan kezdve periodikus sorozatot alkotnak. A véges sok jeggyel leirhatd oktalis jatékok koziil
még egynek a Grundy-szamairdl sem sikeriilt megmutatni, hogy nem periodikus sorozatot alkotnak, bar azt sem




sikeriilt igazolni, hogy ezek a sorozatok mindig periodikusak volnanak. R. Guy végtelen sok oktélis jatékrol
megmutatta, hogy Grundy-szamai periodikusak: a -77...777 szamu jatékban, ha 2% darab (k > 1) hetes szerepel, a
Grundy-szamok 36 - 28-t6] kezdve 6 - 2F hosszusagu periodust alkotnak.

Az oktalis jatékok koziil az egyik legegyszertibb, ami tulajdonképpen nem is tekinthetd igazan oktalis jatéknak, P.
M. Grundy eredeti jatéka. Ebben egy lépésben egy halmot két nem-iires részre kell szétosztani. A jaték
Grundy-szamait szamitogéppel tobb mint negyedmillidig megvizsgaltak, és noha sok ,majdnem-periodust” talaltak, a
sorozat nem mutatott periodicitast. Hogy ez a sorozat periodikus-e vagy sem, mindmaig nyitott kérdés.



