1. 1962-ben e folydiratban publikdltam egy azonos cimi cikket[] E cikkre mint I-re fogok hivatkozni. E cikkben ha-
sonlo termeészetd problémakkal fogok foglalkozni, de elssorban néhany I-ben felvetett problémahoz kell megjegyzéseket
fliznom.

I-ben a kovetkezs, Sylvestertdl szarmazo problémat emlitettem: Legyen adva n pont, P, ..., P, a sikban. Maxi-
malisan hény olyan egyenes lehetséges, mely e pontok koziil pontosan harmon megy 4t? E probléma még most sincs
teljesen megoldva, de Burr, Grinbaum és Sloand? egy nemrég megjelent cikkiikben sok érdekes eredményt értek el és
Sylvester eredményeit messzemengen élesitették.

Sylvester problémajaval kapcsolatban I-ben a kovetkezd kérdést vetem fel: Mekkora azon egyenesek maximaélis
szama, amelyek az n pont koziil pontosan 4-en (illetve altalaban k-n) mennek at? Azt sejtettem, hogy ez a maximum
sokkal kisebb rendii, mint n? és talan kisebb, mint cn. Elsésorban Crofttal észrevettiik, hogy a sikracs pontjai mutatjak,
hogy meg lehet adni a sikban n pontot gy, hogy azon egyenesek szdma, amelyek e pontok koziil pontosan k-n mennek
at, nagyobb, mint ¢,n?, ahol ¢;, k-tol fiiggs allandé. ci, pontos értéke nem ismeretes, és Crofttal sejtjiik, hogy minden
£ > 0-hoz van olyan ko = ko(¢), melyre minden k > ko esetén ¢, < e/k* Ha viszont feltessziik, hogy Py, ..., P,
olyan, hogy nincs koziilik k + 1 egy egyenesen, akkor valészintleg tényleg igaz, hogy azon egyenesek szama, melyek
koziiliik k-n mennek at, sokkal kisebb rendd, mint n?. K drteszi] bebizonyitotta, hogy ezen egyenesek szdma nagyobb
lehet, mint cin logn és ezt Grinbaum cxn ¥ ra élesitette. Nem lehetetlen, hogy Grinbaum eredménye méar kozel
van ahhoz, hogy éles legyen. Egyel6re azonban még a kdvetkezs egyszerd kérdésre sem tudjuk a valaszt: Igaz-e, hogy
minden € > 0-hoz van olyan ng, hogy ha n > ng és P, ..., P, n olyan pont (a sikban), melyek koziil nincs 6t egy
egyenesen, akkor azon egyenesek szama, melyek négy Pi-n mennek at, kisebb, mint en?.

Elliott@ bebizonyitotta, hogy ha n > 393 és a sikban adva van n pont, melyek nincsenek mind egy korén, akkor
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ezek legalabb <n 9 ) kort hataroznak meg. Ezzel egy enyhén moédositott formaban bebizonyitotta I-ben kimondott
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sejtéseim egyiket. ( 9 az 9 +1-gyel helyettesithets, ha azt az egyenest, mely n — 1 ponton megy at,

végtelen sugart kornek tekintjiik.) Az n > 393 valoszinileg lényegesen javithato.

2. Corrddi, Hajnal és én sejtettiik, hogy ha P, ..., P, n pont a sikban, melyek nincsenek mind egy egyenesen,
akkor ezek legalabb n — 2 kiilénb6z6 szoget hataroznak meg (a szogek > 0 és < m-nek veenddk). Ha meég feltesszik,
hogy a pontok ko6zott nincs harom egy egyenesen, akkor egészen egyszerd bebizonyitani, hogy a pontok valéban n — 2
kiilonbo6z6 szoget hatdroznak meg, és a szabalyos sokszdg mutatja, hogy n — 2 pontos. Sajnos azonban az altalanos
esetben semmi elfogadhato also becslésiink nincs — példaul azt sem tudtuk eddig bebizonyitani, hogy legalabb n/2
kiilonbo6z6 szoget hataroznak meg. E kérdés elintézéséért 1000 forint jutalmat adok.

3. 1932-ben Klein Eszter észrevette, hogy ha 6t pont van adva a sikban és nincs harom egy egyenesen, akkor ezen
0t pontbol mindig kivehet6 négy, melyek egy konvex sokszog csucsai. Az egyszert bizonyitast az olvasora hagyjuk.
Klein Eszter tovabba kérdezte: Van-e olyan f(n), hogy ha a sikban adva van f(n) pont, melyek koziil semelyik harom
sincs egy egyenesen, akkor mindig kivehet6 koziiliikk n pont, melyek egy konvex sokszog csicsai? Szekeres hamarosan
sejtette, hogy f = 2772 + 1. Szekeressel bebizonyitottuk, | hogy

2" 4 1< f(n) < (2"_4)

n—2

Makai Endre és Turdn Pdl bizonyitotta, hogy f(5) =9, de egyel6re f(6) = 17 nincs meg.

E problémat én happy end problem-nek neveztem, ugyanis Klein Eszter ,,behalozta” Szekeres Gydrgyot és boldogan
élnek Sydney-ben — jelenleg (1980. augusztus) Pesten tartozkodnak.

Mikor 1977-ben meglatogattam Szekereséket, a probléma kdvetkez$ valtozata jutott eszembe: Létezik-e olyan
F(n), hogy ha a sikban adva van F(n) pont, Pi, ..., Pr, melyek koziil semelyik harom nincs egy egyenesen, ak-
kor kivalaszthaté-e koziiliik n pont, melyek olyan konvex n-szoget hataroznak meg, mely egyetlen P;-t sem tartalmaz
a belsejében? Azonnal adodik f(4) = 5-b6l, hogy F(4) = 5 (az egyszert bizonyitast az olvasora bizom). De mar F(5)
létezését nem tudtam bizonyitani. Ehrenfurt bebizonyitotta, hogy F(5) létezik, és HarbortHd bebizonyitotta, hogy
F(5) = 10. Egyel6re nem tudjuk, hogy F(6) létezik-e. Ugyanis konnyen elképzelhets, hogy minden n-re megadhato
n pont, P, ... P, a sikban ugy, hogy nincs harom egy egyenesen és a P;-k koziil barmely 6 vagy nem alkot konvex
hatszoget, vagy ha a hatszog konvex, akkor belsejében van legalabb egy méasik P;.

Az F(6)-rol valo kérdés megoldasara 1000 forint jutalmat tizok ki, F'(n) létezésének bizonyitasaért 3000 forintot.

Y Erdés Pdl, Néhany elemi geometriai problémarol, Kozépiskolai Matematikai Lapok 24. (1062) 193-201. és Megjegyzések a ,,Néhany
elemi geometriai probléméarol” cimi cikkhez, 26. (1963) 1-2.

25. Burr, B. Griinbaum és Sloane, The orchard problem. S. Burr munkatarsam a New York-i City College-ben professzor. B. Griinbaum
szintén munkatarsam, az University of Washingtonban (Seattle) professzor. Sloane a Bell Laboratories matematikai osztalyan munkatars.

3 Kdrteszi Ferenc, Sylvester egy tételérdl és Erdds egy sejtésérsl, Kozépiskolai Matematikai Lapok, 25. (1963) 3-9.

4p. D. T. A. Elliott, On the number of circles determined by n points, Acta Math. Sci. Hungar. 18. (1967) 181-188. — Elliott a Boulder
University of Colorado-ban professzor, angol matematikus, munkatarsam, {6 teriilete az additiv szdmelméleti fliggvények.

5P. Erd6s and G. Szekeres, A combinatorial problem in geometry, Compositio Math. 2 (1935) 463-470.

SH. Harborth, Konvexe Fiinfecken in ebenen Punktmengen, Elemente der Math. 33 (1978) 116-118.



Szekeressel bizonyitottukﬂ hogy ha a sikban adott 2" pont, akkor azok mindig meghataroznak egy szoget, mely
nagyobb, mint 7(1 — 1/n). E tétel meglepGen éles, mert Szekeres egy régebbi tételd] szerint minden ¢ > 0-hoz van
2™ pont Ggy, hogy e pontok altal meghatérozott szogek mind kisebbek, mint 7(1 — 1/n) + €. Els6 pillanatban azt
gondolhatnank, hogy e tétel annyira éles, hogy tovabbi javitasra nincs lehetség. Lehetséges azonban, hogy mér 2™-nél
kevesebb pont is biztosit m(1 — 1/n)-nél nagyobb szdget. Bizonyitani csak annyit tudunk, hogy méar 2" — 1 pont is
biztosit egy szdget, mely nagyobb vagy egyenls, mint (1 — 1/n). Nem lehetetlen azonban, hogy ha n > ng, akkor méar
2"~ 4 1 pont is biztosit egy szoget, mely nagyobb, mint (1 — 1/n).

4. Jelolje d(P, Q) a P és @ pontok tavolsagat. Anning és én még 1945-ben bizonyitottukﬂ hogy ha Py, P»,

. végtelen sok pont a sikban gy, hogy d(P;, P;) minden 1 < ¢ < j szdmpérra egész szam, akkor pontjaink egy
egyenesen vannak. Elsé bizonyitasunk nem volt egész egyszert, de néhany honap miilva a kdvetkezs meglepGen egyszert
bizonyitéast talaltam: Ha pontjaink nincsenek mind egy egyenesen, akkor az altalanossag rovasa nélkiil feltehetjiik, hogy
Py, Ps, P53 nincsenek egy egyenesen. Legyenek X7, Xo, ..., Xj olyan pontok, melyekre d(X;, P1), d(X;, P»), d(X;, P3),
mind egész szdmok. Bebizonyitjuk, hogy ekkor

(1)-b8l Anninggel kozos tételiink azonnal kovetkezik. (1) bizonyitasa viszont rendkiviil egyszerid. Legyen X olyan pont,
melynek tavolsaga a Pi, Ps, P3 pontoktdl egész szam. A haromszog egyenlGtlenség miatt

|d(X7 Pl) - d(Xa P2)| < d(Pla P2)7

és ezért X d(Py, P») + 1 darab olyan hiperbola valamelyikén van, melyeknek fokusza P, és P, (ugyanis minthogy
|[d(X, P1) — d(X, P)| egész és nem nagyobb, mint d(Py, P»), legfeljebb d(P;, P») + 1 kiilonbozs értéket vehet fel).
Hasonloan adodik, hogy X legfeljebb d(Py, Ps) + 1 olyan hiperbolan van, melyeknek fokuszai P; és Ps. Minthogy
Py, P,, P; nincsenek egy egyenesen, két hiperbola, melyeknek fékuszai P;, P, illetve P;, Ps, legfeljebb négy pontban
metszik egymast. Ebbol viszont azonnal nyerjiik, hogy az X pont valasztasara legfeljebb 4(d(Py, Po)+1)-(d(P1, P3)+1)
lehet&ség van, s ezzel (1) be van bizonyitva.

Tudtommal senki sem vizsgalta, vajon az (1) egyenl6tlenség javithato e és ha igen, mennyire.

Legyen Py, Ps, ... végtelen sok pont a sikban, melyek koziil nincs harom egy egyenesen. Két ilyen pontot 6sszekotiink
egy éllel, ha tavolsdguk egész szam. Hogyan jellemezhetéek az igy nyert grafok? ElSbbi bizonyitasunk adja, hogy e
graf nem tartalmazhat egy K (3, c) részgrafot, azaz nem lehet benne harom szogpont X7, Xo, X3 és végtelen sok mas
szogpont Y7, Ya, ..., melyek mindegyike az X;-kel 6ssze van kotve. Nem sikeriilt eldontenem, hogy e sziikséges feltétel
elégséges-e. Az biztos, hogy grafunk minden n-re tartalmazhat egy n szogpontu teljes grafot. Nem vildgos azonban,
hogy minden n szégponti graf beagyazhato grafunkba (azaz van Py, ..., P, pont ugy, hogy d(P;, P;) akkor és csakis
akkor egész szam, ha P; és P; a grafunkban ssze van kotve).

Nagyon érdekes problémara jutunk, ha még azt is feltessziik, hogy négy P; nem lehet egy kéron. Harborth és masok
is bebizonyitottak, hogy megadhato6 6t pont altalanos helyzetben (azaz nincs négy egy koron és harom egy egyenesen)
gy, hogy barmely ketts tavolsdga egész szam. Nem ismeretes azonban, hogy megadhato-e hat ilyen tulajdonsagu pont.
Nem lehetetlen, hogy minden n-re megadhaté n ilyen pont. Ulam a kévetkez6 problémat vetette fel: Van-e a sikban egy
mindeniitt stird ponthalmaz, melyre barmely két pont tavolsaga racionalis szam? (Egy ponthalmaz mindeniitt strd,
ha minden kor belsejében van pontja.) Ulam kérdésére a vélasz valoszintleg tagado, de ennek bizonyitasa nem latszik
konnytnek. Ismeretes, hogy van olyan r, melyre az r sugart koron megadhaté egy mindeniitt stird ponthalmaz agy,
hogy barmely két pont tavolsidga raciondlis. Valoszintnek latszik, hogy ha S egy zart ponthalmaz a sikban (vagyis S
minden konvergens pontsorozataval egylitt annak hatarértékét is tartalmazza), melyre van olyan S; C S, mely S-ben
mindeniitt sirin van és S; barmely két pontjanak tavolsaga racionalis, akkor ez csak nagyon specialis S halmazokra
lehetséges. Biztosra veszem, hogy ez akkor is igaz marad, ha nem ragaszkodunk az S; C S feltételhez és csak azt
kivanjuk, hogy S; minden siirtisodési pontja S-ben legyen. Tudtommal e kérdéseket még nem vizsgaltak.

Végiil még egy kérdést emlitek. Legyen adva n pont, Py ..., P, a sikban altalanos helyzetben (azaz nincs harom
egy egyenesen és négy egy koron). Tekintsiik a d(P;, P;), 1 < i < j < n szamokat. Lehetséges, hogy e tavolsagok
kozott n — 1 kiilonboz6 legyen és az i-edik tavolsag (n — i)-szer forduljon el?

7 P. Erdés and G. Szekeres, On some extremum problems in elementary Geometry, Ann. Univ. Sci. Budapest 3—4 (1961) 53-62.

8 @. Szekeres, On an extremum problem in the plane, Amer. J. Math. 63 (1941) 208-210.

9P. Erdds and A. Anning, Integral distances, Bull. Amer. Math. Soc. 51 (1945) 548-560. és P. Erdds, Integral distances, ugyanott 966.
— Anning Ann Arborban (University of Michigan) volt matematikus, mar 30 éve elhunyt.
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n = 3-ra e feltétel teljesiil, ha a Py Po P hiromszog egyenld szard, n = 4-re, ha Py az egyenls szart haromszog
koriilirt korének kozéppontja. Azt gondoltam, hogy n > 5-re ez mar nem lehetséges, de C. Pomerance n = 5-re
a kovetkezs példat talalta: Py az r sugara kor kozéppontja, d(Py, Py) = d(Py, P3) = d(P2, P3) = r, Py a PIP2P;
haromszog koriilirt korének kézéppontja, Ps a P3Py felezd mer6legesének az r sugari korrel valdé metszéspontja. Konnyt
belatni, hogy ez az 5 pont altalanos helyzeti és a feltételeinket kielégiti. Az r téavolsag 4-szer fordul els, d(Py, Py)
haromszor, d(Ps, Ps) = d(Ps, Ps). Talan n > 6-ra mar tényleg igaz, hogy nincs ilyen tulajdonsagu pontrendszer, de e
kérdést egyel6re nem tudom elddnteni.

Még két megjegyzést szeretnék ehhez a problémahoz fiizni. Megkdvetelhetnénk, hogy harom P ne legyen egy
egyenesen, négy egy koron és ne legyen olyan kor, melynek kozéppontja egy adott P és amely harom mésik P-t
tartalmaz. n = 4-re konny négy ilyen pontot talalni, melyre az i-edik tavolsag (i = 1, 2, 3) (n — i)-szer fordul els, de
n = 5-re ez nem sikeriilt, és nem tudom, 5 ilyen pont van-e.

Legyen P, ..., P, altalanos helyzetben, nem tudom, hogy legaldbb hany kiilonb6z6 tavolsdgot hataroznak meg.
Tovabba kérdezhetjiik, hogy ha P, ..., P, nem tartalmaz egyenls szart haromszoget (azaz minden i-re a d(P;, P;),
j=1,2,...,n,j # i tavolsdgok mind kiilonbozsek), akkor legalabb hany kiilonbozs tavolsag fordul els a d(P;, P;),
1 <i < j < n szamok kozott? A valaszt erre a kérdésre nem ismerjiik.

5. Legyenek P, ..., P, egy konvex n-sz0g cstcsai. Sejtettem és Altman bebizonyitotta, hogy a d(P;, P;) tavolsagok
kozott legalabb [n/2] kiilonbozé van. Egyenléség all példaul a szabalyos n-szog esetén.

Tovébba sejtettem, hogy mindig van egy pont, P;, hogy a d(P;, P;) j=1, 2, ..., n, j # i tavolsagok koziil is van
legalabb [n/2] kiilonb6z6. E sejtés még nincs eldontve. Tovabba sejtettem, hogy van egy P; pont, melytdl nincs harom
masik P; egyenl6 tavolsagban. E sejtésb6l az el6bbi sejtések konnyen kovetkeznének, de legnagyobb meglepetésemre
Danzer e sejtést megcafolta. Erre sejtettem, hogy van olyan P;, melytSl nincs négy masik P egyenld tavolsdgban.
Danzer ellenpéldija itt mar nem mikodik, de még ha e sejtés igaz is lenne, az mar nem koévetkezne, hogy van olyan
P;, melytol legalabb [n/2] kiilonb6z6 tavolsag van.

Legyen g(n) az a legnagyobb szam, melyre barhogyan is adunk meg kiilonb6z6 P, ..., P, pontot a sikban, ezek
legalabb g(n) kiilonboz6 tavolsagot hataroznak meg. g(n) meghatéarozasa, st jo megbecslése rendkiviil nehéz feladatnak
latszik. Fennall a kovetkezd becslés:

n
(2) an?? < g(n) < ¢y - Togn) 172"

A fels6 hatar (2)-ben télem szarmazik, az als6 hatar L. Moserts1[[ Ugy gondolom, hogy a fels6 hatar kozelebb van
az igazsaghoz, mint az als6 és talan g > cs - n(logn) /2.

Sajnos e kérdés eldontése reménytelennek latszik, és 10* forintot tlizok ki a kérdeés tisztazasara.

Sejtettem, hogy minden k-hoz van olyan € > 0, melyre ha P, ..., P, olyan pontrendszer, mely en-nél kevesebb
kiilonboz6 tavolsdgot hataroz meg, akkor van k olyan P;, melyek egy egyenesen vannak. E sejtésre Szemerédi Endre
egy meglepGen szellemes és egyszeri bizonyitast adott[X] Tovabba Szemerédi sejti Altman tételének a kovetkezd éle-
sitését: Legyen Py, ..., P, n pont a sikban gy, hogy semelyik harom nincs egy egyenesen. Ekkor e pontok legalabb
[n/2] kiillonb6z6 tavolsagot hataroznak meg. Szemerédi bizonyitasa azonban csak [n/3]-at ad [n/2] helyett. Probaljak
bebizonyitani [n/3]-at és ha tudjak, élesitsék ezt az eredményt.

10 p. Erdés, On sets of distances of n points, Amer. Math. Monthly 53 (1946) 248-250.; L. Moser, On the different distances determined
by n points, ugyanott 59 (1952) 85-91. — L. Moser kanadai matematikus, munkatarsam és jo baratom, ki sajnos id6 el6tt 1970-ben elhunyt.

g emeredi tételének bizonyitasat lasd P. Erdds, On some problems of elementary and combinatorial geometry, Annali di Mat. Ser IV.
103 (1975) 99-108. E cikk sok mas problémat és eredményt is tartalmaz. Egy valamivel kisebb, de magyar nyelvii cikkre is hivatkozhatom:
Erdds Pdl, Néhany geometriai problémarol, Mat. Lapok, 8 (1957) 86-92. A legujabb ilyen tipust cikkem: P. Erdds, Some combinatorial
problems in geometry, Lecture Notes in Math. 792, Geametry and Diff. Geometry, Proc. Haifa, Israel (1979) 46—53.



&

6. Befejezésiil még két probléméat emlitek. E. Straus tavaly bebizonyitotta, hogy ha az egységkorben adva van egy
O pont és harom tetsz6leges hur, Py P>, P3Py, P5Ps, melyek az O ponton atmennek, akkor d(Py, P3) + d(Ps, P») +
d(Py, Ps) < 4. Konnyd belatni, hogy 4 nem helyettesithetd kisebb szdmmal. Straus bizonyitésa trigonometriat és
elemi analizist hasznalt, nem sikeriilt e tételre egy szintetikus geometriai bizonyitast talalni — talan valamelyik olvasé
Otletesebb, szerencsésebb lesz.

Konnyt belatni, hogy ha P, ..., P, egy konvex n-szog cstcsai, akkor a P;P; atlok <Z) metszéspontot
hataroznak meg a konvex sokszog belsejében. Jelentse h(n) azt a legnagyobb szamot, amelyre a
P,P; (1<i<j<n)atlok legalabb h(n) kiilonb6z6 pontot hatdroznak meg. Hatérozzak meg h(n)-et a lehets
legnagyobb pontossaggal. Biztosra veszem, hogy tetszéleges € > 0-hoz van olyan ng, hogy ha n > ng, akkor

hin) < (1+¢) (Z . Nem vagyok biztos, hogy ez utobbi probléma, télem szarmazik-e vagy olvastam valahol. *

A problémékat barki megoldhatja. A megoldasokat a kovetkezs cimre kérjiik:
Erdds Pdl
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