1. feladat. Egy konvex gula alapja pdratlan oldali sokszog, oldalélei egyenld hossziak, és a szomszédos oldallapok
kozti szogek is egyenldk. Bizonyitando, hogy az alap szabdlyos sokszag.

Megoldas. Legyen a gula alapja az A1 As ... A, sokszbg (n paratlan egész szam), az alaplappal szemkozti csics
B. Feltétel szerint Aq, Ao, ..., A, egyenls tavol van B-t6l, tehat egy B kozépponta gombon helyezkedik el; tovabbé az
alaplap sikjaban is van, tehat rajta van a két feliilet metszésvonalan, egy koron. Az alaplap tehat harsokszog.

Elég megmutatni, hogy a sokszdg oldalai egyenlék. Valoban, ha ez igaz, akkor 6sszekdtve minden csticsot a koriilirt
kor kézéppontjaval, egybevagd egyenld szaru haromszogekre bontjuk a sokszoget (1. abra). Ebbdl kovetkezik, hogy a
sokszog szogei is egyenlSk (a haromszogek szaraival szemkozti szog kétszerese mindegyik).

1. dbra

Azt mutatjuk meg, hogy az alaplap masodik szomszéd oldalai egyenlSk. Paratlan oldali sokszog esetén ebbdl
kovetkezik, hogy minden oldal egyenls, mivel minden oldalrél a mésodik szomszédjara térve at péaratlan oldalszam
esetén bejarjuk az 0sszes oldalt.

Tekintsiik az A;A;11 élt felezd, ra merdleges S sikot. Ez az A;-t6l és A;11-t6l egyenls tavolsagra levé pontok
halmaza. Mivel BA; = BA;11, igy S atmegy B-n (2. abra). Ha tiikroziink S-re, A; és A; 1 helyet cserél, az alaplap
sikja pedig onmagéba megy at, mivel a sik mergleges S-re. Ugyancsak 6nmagukba mennek 4t a B kézéppontd gombok
is. Ezért onmagaba megy at a tiikrozéskor az alaplap koré irt kor is.

A,

“4/'?‘/
2. dbra

Megmutatjuk, hogy az A;_1 cstied] tiikérképe Ao Jeloljik A;_; tikorképét C-vel. Ez is a koriilirt kéron van.
A tiikrozés folytan az A; 1 A;B és A;A; 11 B lapok szdge megegyezik a CA; 1B és A;11A;B lapok szogével. A gula
konvex volta miatt A;_1, A;42 és C az A; A; 1B siknak ugyanazon az oldalan fekszik. De az A; 1B egyenes hatarolta,
azt tartalmazo félsikhoz a hataregyenese mentén csak egy olyan félsik illeszthets, amelyik vele adott szoget zar be
és az A; A1 B sik megadott oldalan fekszik (3. abra). Igy C és Ao egy sikban fekszik, rajta van egy nem ebben a
sikban levé koron és kiilonbozik a sik és kor A;;1metszéspontjatol, tehat kell, hogy egybeessenek. A;_1A; és A;ip1Aito
tehat egymas tiikorképei, és igy egyenlSk. Ez igaz i = 1,2,...,n-re, vagyis az alaplap mindegyik oldala egyenls a ra
kovetkezd masodikkal. Mint lattuk, ebbdl kovetkezik, hogy az alap szabalyos sokszog.

'Ha i = n, Ajy1-en Ap értendd, A;yo-n As, i =1 esetén pedig A;_1-en Ay,.
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3. dbra

Megjegyzések. 1. Az oldalélek egyenlGségébdl mar kovetkezik a gula konvex volta, pl. a kdvetkezdk alapjan: ha nem
volna konvex a gula, ez azt jelentené, hogy van olyan P és @ belsé pontja, amelyeket 6sszekots szakasznak van pontja a
gulan kiviil. Vetitsiik a PQ szakaszt az alappal szemkozti csticsbol az alap sikjara. A P'Q’ vetiilet olyan szakasz volna
(4. 4bra), amelynek végpontjai az alaplap belsejében vannak, de van az alaplapon kiviil levs pontja. Igy az alaplap
konkav sokszog volna.

4. dbra

Hursokszog viszont nem lehet konkav, hiszen akkor volna a belsd szogei kozt 180°-nal nagyobb. Annak cstcsa koriil
elég kis sugara kort rajzolva ennek a szogtartomanyba esé (konkav) korcikke a sokszog belsejében volna (5. abra). De
ennek a korcikknek volna a sokszog koré irt koron kiviil es6 pontja, marpedig egy hurnégyszognek nincs a koron kiviili
pontja.

5. dbra

Egy ilyen jellegi bizonyitassal azonban nem kivanta a szervezs bizottsag megterhelni a versenyzsk rendelkezésére
allo idést.

2. Tébben ramutattak, hogy paros oldalszamu gulara nem feltétleniil teljesiil a feladat allitasa. A legegyszeriibb
ellenpélda erre egy téglalap alapi egyenes” gila. Az alappal szemkozti csiics merdleges vetiilete a téglalap kdzéppontja.
Altalaban tekintsiik egy O kozépponti korbe irt 2n oldalt szabalyos sokszdget, (n > 2) és tavolitsuk minden méasodik
oldalat ugyanannyival a kézépponttol, majd a szomszédos végpontokat kossiik 6ssze (6. 4bra). Konny latni, hogy az igy
keletkezett 2n-szog szogei is egyenlSk. Osszekotjiik a sokszog cstcsait az O pontban a sokszog sikjara emelt merdleges
egy P pontjaval. A keletkezett gula szomszédos lapjai egyenls szoget zarnak be, amint az az alapélek felez6pontjaban
allitott, az élre mer6leges sikra torténd titkkrozéssel belathato. A gula alapja azonban nem szabélyos sokszog.
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6. dbra

2. feladat. Egy minden valds szamra értelmezett [ fiigguény minden (z,y) értékre kielégiti a kovetkezd egyenldt-
lenségeket:

f(@) <=,
flz+y) < fla)+ fy)
Bizonyitsuk be, hogy minden valds x-re f(x) = x.

I. megoldas. Ha van a feltételeket kielégits f fiiggvény, arra a feltétel elsé egyenlStlenségét o = 0 esetén alkalmazva

adodik. A méasodik egyenlStlenségbdl
Innen viszont

tehat csak f(0) = 0 lehet.
Ismét a masodik egyenl6tlenség felhasznalasaval

0=f(0) = flz—2) < f(z) + f(—=).
Masrészt az els6 egyenlStlenség alapjan
f@)<a & f—a) < -,

és ezeket Osszeadva
f(@)+ f(=z) <0.
A kettébol f(z) + f(—z) =0, f(—z) = —f(z).

Végiil az els6 egyenl&tlenségbdl

tehat (—1)-gyel szorozva
f(z) > .

Ez az els6 feltételi egyenlStlenséggel egyiitt azt adja, hogy a feltételeket kielégits fliggvény csak az lehet, amelyik
minden x értékhez 6nmagat rendeli.
Erre a fliggvényre a feladat egyenlGtlenségei valoban teljesiilnek, mindegyik esetben egyenldség all fenn.

II. megoldas. Kétszer alkalmazva a masodik, majd kétszer az elsé feltételi egyenlStlenséget, a kovetkezs dsszefiiggés-
sorozatot kapjuk egy, a feltételeket kielégits f fliggvényre (ha van ilyen):

0=fz) = flx) = fQRz —z) - f(z) < f22) + f(-z) - f(z) <
< f@)+ f@) + f(=2) = f(z) = f2) + f(—2) < f(z) —z <z -2 =0.

Ez csak ugy éllhat fenn, ha minden kozbiilss kifejezés értéke is 0, igy tobbek kozt
fle)—z=0, f(z)==

Az igy értelmezett fiiggvény valdéban kielégiti a kovetelményeket.



3. feladat. Egy (nxn)-es tabldzat minden mezdjében egy betd dll. A tdbldzat barmely két sora kilonbizé. Bizonyitsuk
be, hogy a tablizatnak van olyan oszlopa, amelyiket elhagyva a megmarado tablazatnak nincs két egyezd sora.

I. megoldas. Indirekt uton bizonyitjuk az allitdst. Ha a feladat allitdsa nem volna igaz, akkor minden oszlophoz
tartoznék legalabb két olyan sor, amelyik csak a kérdéses oszlopbeli betiiben kiilonbézik. Minden oszlophoz valasszunk
ki egy ilyen sorpart. Ezt a kivalasztast szemléltethetjiik gy, hogy az i-edik sort egy S; ponttal abrazoljuk, és ha az
i-edik és j-edik sor egy kivalasztott sorpar, akkor az S; és S; pontot Osszekotjiik egy vonallal (7. abra). Ezeket a
vonalakat élnek fogjuk nevezni, az egész dbrat pedig grafnak. Grafunknak n pontja van és ugyanannyi éle. Egy ilyen
grafban mindig van kor, vagyis olyan, kiilonb6z6 pontokbol all6 S;,, S;,, ..., S;, sorozat, amelyben S; -t S;,,  -gyel
(it=1,...,k—1) és S; -t S;,-gyel &l kiti Ossze. Ha ugyanis egy n-pontu grafban nincs kor, akkor annak legfeljebb
n — 1 pontja lehet. Ezt a megoldas a végén bizonyitjuk.

Ss S;

7. dbra

A fenti kor a tablazatra vonatkozoan azt jelenti, hogy az i1-edik és is-edik sor csak egy betiiben, mondjuk a j-edik
oszlopbeliben kiilonbozik, az el6bbiben itt egy a1, az utébbiban egy ettdl kiillonbozs ag beti all. Az is-edik és ig-adik
sor is csak egy betiiben kiillonbozik, és ezek egy masik oszlopban allnak, tehat az is-adik sor j-edik bettje szintén as.
Hasonléan az i4-edik, . .., ix-adik sor j-edik betije is a3, de az ix-adik és ¢;-edik sor is csak egy betiiben tér el, és ezek
is egy, a j-ediktdl kiilonb6z6 oszlopban allnak, igy az i1-edik sor j-edik bettje is as kellene, hogy legyen, holott ott az
a9-t6l kiillonbo6zs a; betd all. Abbdl a feltevésbdl tehat, hogy barmelyik oszlop elhagyéasaval keletkezik két egyez6 sor,
ellentmondasra jutottunk. Igy kell olyan oszlopnak lennie, amelyet elhagyva tovabbra is minden sor kiilonboz6 lesz.

A felhasznalt segédtétel bizonyitésa:

Egy n-pontu graf egy vagy tobb Osszefiiggd részbdl all, vagyis olyanbol, amelyiknek barmelyik pontjabol el lehet
jutni az Gsszes tobbibd? (7. abra). Ha egy dsszefiggd grifnak k pontja van és nincs benne kor, akkor (k — 1) éle van.
Gondoljuk a grafot egy gatrendszer térképének. Minden pontban 6rhéz van egy gatérrel. Az egyik érhazban van a {66r,
aki a t6bbit iranyitja (8. dbra). Nyilvan minden 6r el tud jutni a f66rh6z gatak mentén és csak egyféleképpen, hiszen
ha volna két kiilonb6z6 utja is, akkor volna kor is (9. abra). A f66r kiadja az utasitast (pl. telefonon), hogy mindenki

vizsgalja meg a téle a f66r felé vezets iranyban a kovetkezd érhézig terjedd gatrészt és jelentse neki, mit tapasztalt. O
az 6rhelyén vérja a jelentéseket.

8. dbra

2Egy—egy ilyen rész allhat egyetlen pontbol is.



9. dbra

Ekkor egy szakaszt sem vizsgalnak ketten, mert ha ketten vizsgalnak, akkor az egyikiik a megszokott itja helyett
ugy is eljuthatna a f66rhoz, hogy a kérdéses szakaszra nem 1ép, hanem az azon felgjovs tarsat bevarva annak az utjat
kévetné (10/a abra). Minden gatszakaszt megnéz valaki, mert ha az egyik végén lako 6r a szakasz érintése nélkiil jut el
a f66rhoz (vagy 6 maga a f66r), akkor a masik végén laké 6r utja csak az lehet, hogy végigmegy a kérdéses szakaszon
és uténa a szomszédos 6r utjat koveti (10/b dbra). Eszerint (k — 1) 6r minden szakaszt megvizsgal és mindegyiket csak
egy gator, tehat (k — 1) gatszakasz van, vagyis a grafban (k — 1) él. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Ha egy n szogponti, kort nem tartalmazé graf tobb Osszefiiggs részre bomlik, akkor mindegyik részben eggyel
kevesebb él van, mint pont, igy a grafnak (n — 1)-nél kevesebb éle van.
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10. dbra

II. megoldas. A kovetkezd, a feladatbelinél valamivel altalanosabb allitast bizonyitjuk be teljes indukcidval. Ha
egy tablazatnak legalabb annyi oszlopa van, mint sora, és a tabldzat minden mezejére egy betit irunk dgy, hogy
béarmely két sor kiilonbozzék, akkor van olyan oszlop, amelyiknek az elhagyésa utan is kiilénb6z6 sorok kiilonbozs
modon lesznek kitoltve.

Két sor esetén van legalabb két oszlop és van koztiik olyan, amelyikben a két sorban kiilonbozé betik allnak.
Barmelyik tovabbi oszlopot (ha t6bb van, akar mindet egyiitt is) elhagyhatjuk. Tegyiik most fel, hogy n-nél kevesebb
soros (és legalabb ugyanannyi oszlopos) tédblazatra igaz az allitas, és vegyiink egy n soros tablazatot, amelyik kielégiti
az allitas feltételeit. Hagyjuk el az els6 oszlopot. Ha a sorok ezutén is paronként kolonbozok, akkor az allitas igaz. Ha
bizonyos sorok igy egyenlévé valtak, akkor az egyenl6vé valt sorok koziil csak egyet-egyet tartsunk meg. Igy eggyel
fogyott az oszlopok szama és legalabb egy sort is elhagytunk, tehat tovibbra is legalabb annyi oszlop van, mint sor,
tovabba barmely két sor kiillonbozs. Erre a tablazatra feltevés szerint igaz az allitas: elhagyhato egy oszlop ugy, hogy
a sorok mind kiilonb6z6k maradjanak.

Hagyjuk el a megfelel6 oszlopot az eredeti tablazatbol és nézziink két sort. Ha mindketts szerepelt a megritkitott
tablazatban is, akkor kiilonb6z6k mar akkor is, ha még az els6 bettiket is figyelmen kiviil hagyjuk. Ha viszont egy olyan
csoportban vannak, amibé6l csak egy sor keriilt a megritkitott tablazatba, akkor az els6 betik kiilonb6z6k. Ekkor is
talaltunk tehat olyan oszlopot, amelyiknek az elhagyasa utdn barmely két sor kiilonb6z6 maradt. A tulajdonsag tehat
oroklédik az n-soros téablazatokra is.

Megjegyzések. 1. Tobben ramutattak, hogy ha csak eggyel is kevesebb oszlop van, mint amennyi sor, akkor mar
nem bizonyos, hogy van elhagyhat6 oszlop, ami az abra alapjan kénnyen belathato.
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2. Sokan az abécé bettiinek a szamabol probaltak kovetkeztetni. Ez zsdkutca volt, hiszen mar két jellel is ki lehet
tolteni a tablazatot a feltételeknek megfelelGen. Egy ilyen kitoltést kapunk, ha az el6z6 megjegyzés tablazatat egy
csupa a-bol allé oszloppal egészitjiik ki.

Suranyi Janos



