A feladatban egy f(f(z)) = g(z) alaka, ugynevezett figguényegyenlet megoldhatosagat vizsgaltuk: adott volt a
g(x) fiiggveny és kerestiink olyan f(z) fiiggvényt, amelyre a megadott egyenlség teljesiil. Az ehhez hasonlé feladatok
megoldéasaban, illetve a megoldhatosag feltételeinek vizsgalatdban hasznos segédeszkoz a fiiggvény grdafjdnak fogalma.

Ha az f fiiggvény értelmezési tartoményanak minden x pontjat egy nyillal (irdnyitott éllel) Gsszekotjiik az érték-
készlet megfelels f(x) pontjaval, egy irdnyitott grdfot kapunk. Ezt a grafot hivjuk az f fliggvény grafjanak. A grafnak
egy része Osszefliggd, ha barmely pontjabol barmely pontjaba az élek mentén (de nem feltétleniil a nyilak irdnyaban)
el lehet jutni. A graf Gsszefiiggs részei a graf komponensei. Vizsgaljuk most meg az olyan kolcsondsen egyértelmi
fiiggvény komponenseit, melyeknek értékkészlete és értelmezési tartomanya is egybeesik. (Késébb latni fogjuk, hogy
valojaban az ilyen fliggvények fontosak szamunkra.)

Miutan f minden z-hez egyetlen f(z) értéket rendel, a graf minden pontjabol (csticsabodl) pontosan egy nyil indul
ki. Masrészt f egy-egy értelmd, azért minden pontba pontosan egy nyil érkezik. Egy pontbdl kiindulva kovessiik a
nyilak atjat! Ha valamelyik nyil ugyanebbe a pontba visszavezet, akkor a megfelel6 komponens kor, mig ha minden
nyil addig nem szerepl6 4j pontba vezet, akkor a komponens két irdnyban végtelen ldnc.

Olyan fliggvényeknél, ahol az értelmezési tartomany és értékkészlet nem azonos, a grafban lehetnek kezds- és
végpontok is (azaz olyan pontok, melyekbe nem érkezik, illetve amelyekbdl nem indul egyetlen nyil sem). Ezenkiviil
ha f nem kolcsénosen egyértelmt, akkor egy lanc vagy kor pontjaiba kiilsé pontokbdl is érkezhetnek nyilak (viszont
nem indulhatnak ki kiils¢ pontok felé, ezért példaul egyetlen komponens sem tartalmazhat egynél tobb kort).

Ha f grafjat mér sikeriilt megszerkeszteniink, abbol f(f(x)) grafjat konnyen megkaphatjuk a kovetkezs modon. Az
eredeti graf két, egymaéashoz csatlakozé nyilbol 4ll6 irdnyitott utjat egyetlen nyillal helyettesitjiik, hiszen f grafjaban egy
nyil z-et f(x)-szel, az ehhez csatlakoz6 nyil f(xz)-et f(f(x))-szel kti Ossze, kovetkezésképpen az j nyil 2-bol f(f(z))-
be vezet. Ha vesziink f grafjaban egy lancot, az f ( f (x)) grafjaban két lancra bomlik, tovabba konnyt ellenérizni, hogy
paratlan hossztusagu kornek ugyanolyan hosszi kor felel meg, viszont egy 2k hosszu kor két k hossztusagu korre bomlik
fel. Ezek szerint f(f(x)) grafjaban paros hosszu kort csak ugy kaphatunk, ha f grafjaban egy kétszer olyan hossza kor
szerepelt, ami viszont ketté bomlik. Igy azt kaptuk, hogy f ( f (x)) grafjaAban minden péaros hossztusagia korbsl paros
soknak kell lennie.

Ha tehat a g fiiggvény grafjaban valamilyen k-ra paratlan sok 2k hosszusaga kor van, akkor ez a g biztosan nem
allithato el f(f(z)) alakban. A 2218. feladat megoldésa is azon mult, hogy a g(z) = ° — 2 fiiggvény grafjaban
egyetlen 2 hossza kor talalhato.

Az eddigiek alapjan sziikséges feltételt kaptunk arra, hogy egy g(x) fliggvény elallithato legyen f ( f (:E)) alakban:
g(x) grafjaban minden végtelen lancbol és minden paros hosszusagi korbdl vagy paros soknak, vagy végtelen soknak
kell lennie. Ez a feltétel kolcsonosen egyértelmd és azonos értelmezési tartoméannyal és értékkészlettel rendelkezd g
fiiggvényekre elegendd is. A lancokat és a paros hosszusagu koroket parokba osztjuk, f(x)-et értelmezziik az egyik lanc
(kor) egyik elemén ugy, hogy ott a masik lancon (koron) levs tetszbleges értéket vegyen fol, ezt kiterjeszthetjiik a lanc
(kor) egészére. A paratlan, 2k + 1 hosszisagi kor egy = pontjaban f(x)-et csak 9 (... ( 9 (x),...))-nek definidlhatjuk,

i3 T+l
ezzel viszont az egész korre a definicio megfelels.

Ha g nem teljesiti a fenti megszoritasokat, akkor is hasonlo jellegi, csak koriilményesebb feltételek szabhatok.

Felmeriil a kérdés: tetszdleges g(x) fliggvénynek hogyan hatarozhatjuk meg a grafjat. Ez altaldban nem konnyt,
és nem is mindig megoldhato feladat, de a kdvetkezé néhany gondolat sok esetben segithet. A k hosszu koérok pontjai,
gyokei a g (g( . Q(x) .. )) = z egyenletnek, egészen pontosan ennek az egyenletnek gyokei azok a pontok, amelyek

T2 k
olyan i hosszusagu korokhoz tartoznak, ahol ¢ osztéja k-nak (i = 1 is lehetséges). A lancok megkeresésében arra
tamaszkodhatunk, hogy ha g az = értelmezési tartomanyanak egy részébsl vett értékeket ugyanabba a részbe viszi,
és itt vagy minden z-re f(z) > x, vagy minden z-re f(z) < z, vagy minden x-re |f(;v)| > |z|, vagy minden z-re
|f(@)| < |z, akkor ezek az értékek nem lehetnek kordk részei, hiszen példaul f(z) < x esetén f (... f(z)...) < =
1

n
teljestil tetszbleges n-re.

Végiil egy altaldnositasi lehetSség: Elsallithato-e a g(z) fiiggvény f (f(... f()...)) alakban? A fenti gondolatmenet
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ugy modosul, hogy f grafjaban egy k hosszusaga korbdl (k,n) darab (k—n) hosszusagu kor lesz, egy lanchol pedig n

1j lanc. Ebbdl tovabbi sziikséges feltételeket olvashatunk ki, példaul ha n = p", ahol p primszam, akkor g grafjiban p
hosszisaga korbsl vagy végtelen soknak, vagy n-nel oszthatd darabnak kell lennie stb.

Az eddigiek ismeretében oldjuk meg a kovetkezs feladatokat:
1. Bizonyitsuk be, hogy g(z) = = + 2° fiiggvényhez nincs olyan f(z), melyre f(f(z)) = g(x).

2. Bizonyitsuk be, hogy ¢g(z) = —z* nem allithaté el f(f(x)) alakban. Kénnyen lathato, hogy a h(z) = 23-hoz
van ilyen f. Mi az oka ennek az eltérésnek?



