
A forgatásokkal elérhet® állások jellemz®i

Számozzuk meg a rendezett állapotú b¶vös ko
ka 
sú
sko
káinak és élközépko
káinak küls® lapjait 0, 1, ill. 2
számjegyekkel, a következ®képpen. Jelöljük meg 0 számjeggyel az E és a H lapon lev® 8 − 8 széls® kis négyzetlapot,

továbbá az FJ, FB, AJ és AB ko
kák J és B szín¶ lapjait. Ezután a 0-ás, 1-es és 2-es számjegyeket úgy helyezzük el,

hogy minden élközépko
ka egyik lapján 0, a másik lapján 1-es számjegy legyen, minden 
sú
sko
ka különböz® lapján

különböz® számjegy legyen, ezenkívül teljesüljön még az is, hogy 
sú
sko
kák esetén a 0, 1, 2 számok az órajárás

irányában következnek egymás után.

Az E, J és F lapokra kerül® számokat az 1. ábra mutatja. Az egymással átellenes négyzetlapok számozása azonos.

Tetsz®leges számú és min®ség¶ forgatás elvégzése után adjuk össze, de külön--külön 
sak a 
sú
sko
kákra, ill. 
sak

az élközépko
kákra szorítkozva, a b¶vös ko
ka felületének azokon a helyein lev® számokat, ahová a rendezett állású

b¶vös ko
kán 0-kat írtunk. Ekkor a 
sú
sko
kákra számított összegül 3-mal osztható, az élközépko
kákra számított

összegül pedig 2-vel osztható eredményt kapunk.

Fenti állításunknak a 
sú
sko
kákra vonatkozó része azt állítja, hogy az E és H közep¶ lapokon a 
sú
sko
kák

lapo
skáin lev® számok összege mindig osztható 3-mal. Ehhez elég azt bizonyítani, hogy tetsz®leges forgatás hatására

a szóban forgó összeg megváltozása osztható 3-mal. Az utóbbi állítás helyessége nyilvánvalóan igaz az E vagy a H

közep¶ lap tetsz®leges mérték¶ elfordítása, továbbá bármelyik lap 180◦-os elforgatása esetén. Ha pedig például a J1
forgatást végezzük el, amely a 4 mozgatott 
sú
sko
kát C1-b®l C2-be, C2-b®l C3-ba, C3-ból C4-be, ill. C4-b®l C1-
be viszi át (1. ábra), akkor az összeg 6-tal n®, a teljes összeg tehát 3-mal osztható marad. Hasonló gondolatmenet

alkalmazható a J, B, A és F lapok tetsz®leges irányú 90◦-os elforgatása esetén. Ha azonban már több forgatást

hajtottunk végre, egy újabb forgatás hatását lényegesen nehezebb vizsgálni. Ezt az olvasóra hagyjuk, az élko
kákra

vonatkozó állítás bizonyításával együtt.

1. ábra

A mondott állításokból következik, hogy nem lehet sem 
sú
sko
kát, sem élközépko
kát helyben forgatni úgy, hogy

az összes többi kis ko
ka változatlan helyen és állásban maradjon,

A következ® gondolatmenet alkalmazásához gondolatban számozzuk meg valamilyen módon 1-t®l 20-ig a 
sú
sko
-

kák és az élközépko
kák helyeit, s ugyan
sak 1-t®l 20-ig magukat a a 
sú
sko
kákat és az élközépko
kákat. A számozásnál


sak arra ügyeljünk, hogy a rendezett b¶vös ko
kán minden 
sú
sko
ka és élközépko
ka a saját sorszámával azonos

sorszámú helyen legyen.

Tekintsünk most egy rendezett vagy rendezetlen állapotú ko
kát, és tegyük fel, hogy i = 1, 2, . . . , 20-ra az i

sorszámú helyen a hi sorszámú kis ko
ka van. Most képezzük a hi számokból a

(*)

h1 − h2

1− 2
·
h1 − h3

1− 3
. . .

h19 − h20

19− 20
=
∏

i<j

hi − hj

i− j

szorzatot. Bebizonyítjuk, hogy e szorzat mindig +1-et ad értékül. Kezdjük annak megállapításával, hogy a rendezett

ko
kához tartozó szorzat értéke nyilvánvalóan +1. Legyen most k < l. Ekkor hk és hl értékének ki
serélése után a (*)

szorzat értéke

(

∏

k<i<l

hk − hi

hl − hi

)

·
hk − hl

hl − hk

(

∏

k<i<l

hi − hl

hi − hk

)

= (−1)-szeresére

változik, tetsz®leges hi értékekb®l való kiindulás után.

Egy 90◦-os forgatás végrehajtása után a hi értékek

hc1 → hc2 → hc3 → hc4 → hc1

és

he1 → he2 → he3 → he4 → he1
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seréje történik, ahol c1, c2, c3, c4 a forgatott C1, C2, C3, C4 
sú
sko
kák sorszámát, e1, e2, e3, e4 pedig a forgatott

E1, E2, E3, E4 élközépko
kák sorszámát jelenti. Az ezáltal létrejöv® változás, pontosabban mondva az, amit a változás

a (*) szorzatban eredményez, megvalósítható a hc1 ↔ hc2, hc1 ↔ hc3 , hc1 ↔ hc4 , he1 ↔ he2 , he1 ↔ he3 , he1 ↔ he4 ,


serék egymás után történ® elvégzése által, miközben a (*) szorzat értéke 6-szor vált el®jelet, tehát végeredményben

nem változik meg az el®jele. Az már más kérdés, hogy a 
sú
sko
kák C1 ↔ C2, C1 ↔ C3 stb. 
seréi külön-külön nem

végezhet®k el a b¶vös ko
kán. Általánosan is igaz, és éppen a most bizonyított állításból következik, hogy semelyik két

kis ko
kát nem lehet úgy ki
serélni, hogy a többi kis ko
ka változatlan helyen maradjon. Ilyen 
sere esetén ugyanis a

(*) szorzat értéke el®jelt váltana.

A most mondott eredményeket összefoglalva s még a forgatások által megvalósítható változásokra vonatkozó állí-

tásokkal kiegészítve, a forgatások segítségével való rendezhet®ség kérdését az alábbi 5 pontban összegezhetjük:

2A. ábra

2 B. ábra

2 C. ábra

1. Nem lehet forgatások segítségével a b¶vös ko
kán olyan állapotváltozást létrehozni, amelynek során végered-

ményben egyetlen egy 
sú
sko
ka vagy élközépko
ka helyben elfordul, az összes többi kis ko
ka pedig változatlan

helyen és állásban marad.

2. Nem lehet sem két 
sú
sko
ka, sem pedig két élközépko
ka hely
seréjét elérni forgatások által, feltéve, hogy az

összes többi kis ko
ka � mindegy, hogy eredeti vagy elfordult állásban � a helyén marad.

3. Lehet forgatások által két 
sú
sko
kát úgy ki
serélni, hogy egyidej¶leg két élközépko
ka vagy másik két 
sú
sko
ka

is helyet 
serél. Lehet továbbá forgatások által két élközépko
kát úgy ki
serélni, hogy egyidej¶leg két 
sú
sko
ka vagy

másik két élközépko
ka is helyet 
serél.
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Bizonyításként hajtsuk végre az alábbi forgatássorozatokat, mindig az alaphelyzetb®l kiindulva.

J1, F3, H1, F3, B1, E1, J1, H1, F1,
H3, F1, J3, E3, B3, F3, H3, J3, E3,
F2, H1, F3, E1, F1, H3, F2 (l. 2. A ábra),

J1, B1, F2, J3, B3, E3, H3, F2, E1, H1, (l. 2. B ábra).

Az el®z® sorozat után még F2 (l. 2. C ábra).

4. Bármely 2 
sú
sko
kát vagy bármely 2 élközépko
kát el lehet forgatni helyben egyszerre, miközben az összes

többi kis ko
ka változatlan helyen és állásban marad. Két 
sú
sko
ka azonban 
sak egymással ellentétes irányban

forgatható el.

5. Bármely 3 
sú
sko
kát vagy bármely 3 élközépko
kát ki lehet 
serélni úgy, hogy az összes többi kis ko
ka

változatlan helyen és állásban marad.

A 4. és 5. pontnak az élközépko
kára vonatkozó részét az els® részben felsorolt elemi forgatássorozatok létezése

bizonyítja. A 
sú
sko
kákra vonatkozó rész szintén elemi sorozatok megadásával bizonyítható. Itt most helysz¶ke miatt


sak még 2 sorozatot mutatunk be:

J1, F1, B3, F3, J3, F1, B1, F3 (l. 2. D ábra)

H1, J3, A2, J1, H3, F2 kétszer elvégezve (l. 2. E ábra)

2D.. ábra

2E. ábra

A 4. pont kiegészít® részének bizonyítása: ha két 
sú
sko
kát azonos irányban is el lehetne forgatni, akkor két

ilyen 
sú
sko
kát el®ször azonos irányban, majd folytatólag ellentétes irányban elforgatva, a végeredmény egyetlen


sú
sko
ka helyben forgása lenne, amir®l pedig már tudjuk, hogy lehetetlen.

Most gondolatban szedjük ki a b¶vös ko
ka 
sú
sko
káit és élközépko
káit; ezután 1 
sú
sko
ka és 2 élközépko
ka

helyét üresen hagyva, rakjunk vissza 17 kis ko
kát a többi helyre. Számítsuk ki, hogy ez hányféleképpen tehet® meg.

Az els® 
sú
sba 8 
sú
sko
ka bármelyikét 3-3 különböz® módon helyezhetjük vissza; ez 24 különböz® lehet®ség. A

következ® 
sú
s kitöltéséhez már 
sak 7 
sú
sko
ka közül választhatunk, ami 3 · 7 = 21 lehet®séget jelent. Ebb®l az

indulásból már látható, hogy a 7 adott 
sú
s kitöltése összesen

24 · 21 · 18 · 15 · 12 · 9 · 6 = 37 · 8! = 88 179 840

különböz® módon történhet. Hasonlóan adódik, hogy 10 élközépko
ka helyének kitöltése

24 · 22 · 20 · 18 · 16 · 14 · 12 · 10 · 8 · 6 = 29 · 12! = 245 248 819 200

különböz® módon történhet. 7 
sú
s ko
ka és 10 élközépko
ka helyének a kitöltése tehát

37 · 8! · 29 · 12! = 21 626 001 637 244 928 000
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különböz® módon lehetséges. A két kimaradt élközépko
ka visszarakásának helyét már egyértelm¶en meghatározza az

a követelmény, hogy a (*) szorzat értéke +1 legyen. Valamelyik kimaradt élközépko
kát kétféle állásban helyezhetjük

el a megfelel® helyre. Végül az utolsó 
sú
sko
ka és az utolsó élközépko
ka állását már egyértelm¶en meghatározza a

fentiekben megvizsgált összegek 3-mal, ill. 2-vel való oszthatóságának a követelménye. Ugyanakkor a 3., 4. és 5. pontok

állításából következik, hogy 
sak 7 
sú
sko
ka és 10 élközépko
ka helyével és állásával tör®dve, ezek együttese bármely

7 
sú
sko
ka és 10 élközépko
ka helyére, bárhogy áthelyezhet® forgatások útján. Mindebb®l következik, hogy a b¶vös

ko
kának

37 · 8! · 210 · 12! = 43 252 003 274 489 856 000≈ 43 · 1018

egymástól különböz® állása hozható létre a lapok forgatásai által. (Gondoljunk még az I. részben a 12. B ábrához

tartozó sorozatok létezésére, a bizonyítás teljessé formálásához.)

A különböz® lehetséges állások nagyságrendjének szemléltetése 
éljából el®ször összehasonlításul megemlítjük, hogy

egy lottószelvény különböz® szabályos kitöltéseinek a száma �
sak� 43 949 268, tehát több nagyságrenddel kisebb.

Hasonló nagyságrend¶ számokat pl. �zikai vagy kémiai táblázatokban találhatunk. (Avogadro-féle szám, Los
hmidt-

féle szám stb.) Ebb®l az észrevételb®l kiindulva kiszámítható, hogy nagyjából annyi különböz® állás tekerhet® ki a

b¶vös ko
kán, ahány molekulát számlálhatnánk meg egy normál állapotú ideális gáz 1,6 
m

3
térfogatában.

Feladatok

1. Képzeljünk el egy olyan különleges b¶vös ko
kát, amelynek 3 lapját véletlenül egyforma szín¶re festették, másik

3 lapja azonban ezekt®l is, és egymástól is eltér® szín¶. Lehet-e egy ilyen ko
kán

a) egy kis ko
kát helyben elforgatni,

b) két kis ko
kát ki
serélni,

feltéve, hogy a többi kis ko
ka változatlan helyen és állásban marad ?

2. Tekintsünk egy rendezetlen állású b¶vös ko
kát. Soroljuk fel � egymás alá írva � a 
sú
sko
kákat és az élkö-

zépko
kákat azonosító bet¶kombiná
iókat, s mindegyik után tegyünk egy jobbra mutató nyilat. Írjuk a nyíl hegyéhez

annak a kis ko
kának a bet¶kombiná
ióját, amelynek helyét a nyíl el®tti kis ko
ka elfoglalja. Ha ezt minden egyes

kis ko
kára megtettük, akkor ezután 
soportosítsuk a kis ko
kákat a nyíl relá
ió tranzitív kiterjesztése alapján, vagyis

két kis ko
ka kerüljön azonos 
soportba, ha nyíl köti össze ®ket, de kerüljön különböz® 
soportba, ha sem közvetlenül,

sem többszörös lán
on keresztül nin
senek nyíllal vagy nyilakkal kap
solva egymáshoz. Mutassuk meg, hogy az így

kialakuló 
soportok közül a páros elemszámú 
soportok száma mindig páros � feltéve, hogy az adott állás forgatások

által jött létre a rendezett állásból.

3. Tekerjük ki lehet®leg kevés forgatással a rendezett b¶vös ko
kából a 3. ábra szerinti, 12 darab L alakot tartalmazó

állást.

3. ábra

4. Mutassuk meg, hogy a b¶vös ko
kának van olyan állása, amely nem rendezhet® 15 vagy ennél kevesebb forgatással.

5. Bizonyítsuk be, hogy az alapállásból legfeljebb k forgatással el®állítható, egymástól különböz® állások száma

kisebb vagy egyenl® mint az

sk =
90 + 11

√
54

116
(6 +

√
54)k +

90 + 11
√
54

116
(6 +

√
54)k −

16

29

kifejezés értéke. (k tetsz®leges nemnegatív egész szám.)

Írjuk fel az

sk < S, ill. az sk > S
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egyenl®tlenség nemnegatív egész megoldásait, ha

S = 43 252 003 274 489 856 000.
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