A forgatdisokkal elérhetd dlldsok jellemzdi

Szamozzuk meg a rendezett &llapotu biivos kocka csicskockiinak és élkozépkockainak kiilsé lapjait 0, 1, ill. 2
szamjegyekkel, a kovetkezSképpen. Jeloljiik meg 0 szdmjeggyel az E és a H lapon levd 8 — 8 széls6 kis négyzetlapot,
tovabba az F'J, FB, AJ és AB kockdk J és B szini lapjait. Ezutan a 0-as, 1-es és 2-es szamjegyeket tgy helyezziik el,
hogy minden élkézépkocka egyik lapjan 0, a méasik lapjan 1-es szamjegy legyen, minden csticskocka kiilénb6z6 lapjan
kiilonbo6z6 szamjegy legyen, ezenkiviil teljesiiljon még az is, hogy cstcskockak esetén a 0, 1, 2 szamok az Orajaras
iranyaban kovetkeznek egymas utén.

Az E., J és I lapokra keriil6 szamokat az 1. &bra mutatja. Az egymassal atellenes négyzetlapok szamozasa azonos.

Tetszbleges szamu és minGségl forgatas elvégzése utan adjuk ssze, de kiilon--kiilon csak a csicskockakra, ill. csak
az élkozépkockakra szoritkozva, a biivos kocka feliiletének azokon a helyein levs szamokat, ahova a rendezett allasa
biivos kockan 0-kat irtunk. Ekkor a csticskockdkra szamitott Osszegiil 3-mal oszthatd, az élkézépkockakra szamitott
Osszegiil pedig 2-vel oszthat6 eredményt kapunk.

Fenti allitdsunknak a csticskockakra vonatkozoé része azt allitja, hogy az FE és H kozepi lapokon a csicskockak
lapocskiin levd szamok 6sszege mindig oszthaté 3-mal. Ehhez elég azt bizonyitani, hogy tetszéleges forgatas hatasara
a szoban forgo Osszeg megvéltozasa oszthatd 3-mal. Az utobbi allitas helyessége nyilvanvaldan igaz az E vagy a H
kozept lap tetsz6leges mértéki elforditdsa, tovabba barmelyik lap 180°-o0s elforgatasa esetén. Ha pedig példaul a J1
forgatast végezziik el, amely a 4 mozgatott csicskockit C'1-b6l C2-be, C'2-b6l C3-ba, C3-bol C4-be, ill. C4-bél C'1-
be viszi 4t (1. abra), akkor az Osszeg 6-tal nd, a teljes Osszeg tehat 3-mal oszthaté marad. Hasonlé gondolatmenet
alkalmazhaté a J, B, A és I lapok tetszSleges iranya 90°-os elforgatisa esetén. Ha azonban mar tobb forgatast
hajtottunk végre, egy Gjabb forgatas hatasat lényegesen nehezebb vizsgalni. Ezt az olvaséra hagyjuk, az élkockikra
vonatkozoé allitas bizonyitasaval egyiitt.
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A mondott allitasokbol kovetkezik, hogy nem lehet sem cstcskockat, sem élkozépkockat helyben forgatni agy, hogy
az 0sszes tObbi kis kocka valtozatlan helyen és allasban maradjon,

A kovetkezd gondolatmenet alkalmazasdhoz gondolatban szamozzuk meg valamilyen modon 1-t61 20-ig a csicskoc-
kék és az élkozépkockak helyeit, s ugyancsak 1-t61 20-ig magukat a a csicskockakat és az élkozépkockikat. A szamozasnal
csak arra iigyeljiink, hogy a rendezett btivos kockdn minden csiicskocka és élkozépkocka a sajat sorszdmaval azonos
sorszamu helyen legyen.

Tekintsiink most egy rendezett vagy rendezetlen allapotd kockat, és tegyiik fel, hogy ¢ = 1, 2, ..., 20-ra az
sorszami helyen a h; sorszamu kis kocka van. Most képezziik a h; szadmokbdl a
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szorzatot. Bebizonyitjuk, hogy e szorzat mindig +1-et ad értékiil. Kezdjiik annak megallapitasaval, hogy a rendezett
kockahoz tartozo szorzat értéke nyilvanvaloan +1. Legyen most k < [. Ekkor hy és h; értékének kicserélése utan a (*)

szorzat értéke
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valtozik, tetsz6leges h; értékekbdl valé kiindulds utan.
Egy 90°-os forgatas végrehajtasa utan a h; értékek

hey = hey = ey = hey — he,

és
he, = hey = hey — he, = he,



cseréje torténik, ahol c1, ca, c3, cq4 a forgatott Cy, Csy, C5, Cy csucskockdk sorszamat, eq, es, es, eq pedig a forgatott
E1, Es, Es, Ey élkozépkockik sorszamat jelenti. Az ezaltal létrejove valtozas, pontosabban mondva az, amit a valtozas
a (*) szorzatban eredményez, megvalosithatd a he, <> hea, hey < ey, Bey < heyy ey € Reyy Doy < heyy hey < Ry,
cserék egymads utan torténd elvégzése altal, mikoézben a (*) szorzat értéke 6-szor valt elGjelet, tehat végeredményben
nem véaltozik meg az elGjele. Az mar mas kérdés, hogy a csicskockik Cy <> Co, C7 <> Cs stb. cseréi kiilon-kiilon nem
végezhetdk el a biivos kockan. Altalanosan is igaz, és éppen a most bizonyitott allitashol kovetkezik, hogy semelyik két
kis kockat nem lehet ugy kicserélni, hogy a tobbi kis kocka valtozatlan helyen maradjon. Ilyen csere esetén ugyanis a
(*) szorzat értéke elGjelt valtana.

A most mondott eredményeket Gsszefoglalva s még a forgatasok altal megvalosithato valtozasokra vonatkozo alli-
tasokkal kiegészitve, a forgatasok segitségével valo rendezhetGség kérdését az alabbi 5 pontban Osszegezhetjiik:
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1. Nem lehet forgatasok segitségével a blivos kockdn olyan allapotvaltozast létrehozni, amelynek sordn végered-
ményben egyetlen egy cstucskocka vagy élkdzépkocka helyben elfordul, az 6sszes tobbi kis kocka pedig valtozatlan
helyen és allasban marad.

2. Nem lehet sem két csiicskocka, sem pedig két élkozépkocka helycseréjét elérni forgatasok altal, feltéve, hogy az
Osszes tobbi kis kocka — mindegy, hogy eredeti vagy elfordult allasban — a helyén marad.

3. Lehet forgatéasok altal két csticskockat ugy kicserélni, hogy egyidejtleg két élkézépkocka vagy mésik két csicskocka
is helyet cserél. Lehet tovabbéa forgatasok altal két élkézépkockat ugy kicserélni, hogy egyidejiileg két csiicskocka vagy
masik két élkozépkocka is helyet cserél.



Bizonyitasként hajtsuk végre az alabbi forgatassorozatokat, mindig az alaphelyzetbdl kiindulva.
J1, F3, H1, F3, B1, E1, J1, H1, F1,

H3, F1, J3, E3, B3, F3, H3, J3, E3,

F2, H1, F3, E1, F1, H3, F2 (L. 2. A abra),

J1, Bl, F2, J3, B3, E3, H3, F2, F1, H1, (L. 2. B abra).

Az €l6z6 sorozat utan még F2 (1. 2. C abra).

4. Barmely 2 csicskockat vagy barmely 2 élkozépkockat el lehet forgatni helyben egyszerre, mikdzben az Gsszes
tobbi kis kocka valtozatlan helyen és allasban marad. Két csicskocka azonban csak egymaéssal ellentétes iranyban
forgathato el.

5. Barmely 3 cstucskockat vagy barmely 3 élkdzépkockat ki lehet cserélni tgy, hogy az Gsszes tobbi kis kocka
valtozatlan helyen és allasban marad.

A 4. és 5. pontnak az élkozépkockara vonatkozo részét az elsé részben felsorolt elemi forgatassorozatok létezése
bizonyitja. A csuicskockikra vonatkozé rész szintén elemi sorozatok megadasaval bizonyithato. Itt most helysziike miatt
csak még 2 sorozatot mutatunk be:

J1, F1, B3, F'3, J3, F1, Bl, F3 (1. 2. D abra)

H1, J3, A2, J1, H3, F2 kétszer elvégezve (1. 2. E abra)
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A 4. pont kiegészits részének bizonyitasa: ha két csicskockit azonos irdnyban is el lehetne forgatni, akkor két
ilyen csicskockat elGszor azonos irdnyban, majd folytatolag ellentétes iranyban elforgatva, a végeredmény egyetlen
csticskocka helyben forgasa lenne, amir6l pedig mar tudjuk, hogy lehetetlen.

Most gondolatban szedjiik ki a blivos kocka csiicskockait és élkozépkockait; ezutdn 1 csicskocka és 2 élkozépkocka
helyét iiresen hagyva, rakjunk vissza 17 kis kockat a tobbi helyre. Szamitsuk ki, hogy ez hanyféleképpen tehets meg.

Az els6 cstuesba 8 csicskocka barmelyikét 3-3 kiilonb6z6 modon helyezhetjiik vissza; ez 24 kiilonboz6 lehetéség. A
kovetkez6 cstics kitoltéséhez mar csak 7 cstcskocka koziil valaszthatunk, ami 3 - 7 = 21 lehetGséget jelent. Ebb6l az
indulasbol mér lathato, hogy a 7 adott csics kitoltése Osszesen

24-21-18-15-12-9-6 =37 -8l = 88179840
kiilonb6z6 médon torténhet. Hasonléan adodik, hogy 10 élkozépkocka helyének kitoltése
24-22-20-18-16-14-12-10-8-6 = 27 - 12! = 245 248 819200
kiilonb6z6 médon toérténhet. 7 csiics kocka és 10 élkozépkocka helyének a kitoltése tehat

37.81-29.121 = 21626 001 637 244 928 000



kiilonb6z6 moédon lehetséges. A két kimaradt élkozépkocka visszarakdsanak helyét mar egyértelmien meghatarozza az
a kovetelmény, hogy a (*) szorzat értéke +1 legyen. Valamelyik kimaradt élkdzépkockat kétféle allasban helyezhetjiik
el a megfelel6 helyre. Végiil az utols6 csticskocka és az utolsé élkozépkocka allasat mar egyértelmten meghatarozza a
fentiekben megvizsgalt 0sszegek 3-mal, ill. 2-vel valé oszthatosdganak a kovetelménye. Ugyanakkor a 3., 4. és 5. pontok
allitasabol kovetkezik, hogy csak 7 cstcskocka és 10 élkézépkocka helyével és allasaval torédve, ezek egyiittese barmely
7 cstucskocka és 10 élkdzépkocka helyére, barhogy athelyezhetd forgatasok utjan. Mindebbdl kovetkezik, hogy a blivos
kockanak
3781219121 = 43252003 274 489 856 000 ~ 43 - 10'®

egymastol kiillonboz6 allasa hozhato létre a lapok forgatésai altal. (Gondoljunk még az L. részben a 12. B abrahoz
tartoz6 sorozatok létezésére, a bizonyitas teljessé formalasahoz.)

A kiilonbo6z6 lehetséges allasok nagysagrendjének szemléltetése céljabol elGszor 6sszehasonlitdsul megemlitjiik, hogy
egy lottoszelvény kiilonboz6 szabalyos kitoltéseinek a szama ,csak” 43949 268, tehat tobb nagysigrenddel kisebb.
Hasonl6 nagységrendd szamokat pl. fizikai vagy kémiai tablazatokban talalhatunk. (Avogadro-féle szam, Loschmidt-
féle szam stb.) Ebbgl az észrevételbdl kiindulva kiszamithato, hogy nagyjabol annyi kiilonbo6z6 allas tekerhetd ki a
biivos kockan, ahany molekulat szamlalhatnank meg egy normal allapoti idealis gaz 1,6 cm? térfogataban.

Feladatok

1. Képzeljiink el egy olyan kiilonleges biivés kockat, amelynek 3 lapjat véletleniil egyforma szintre festették, masik
3 lapja azonban ezektdl is, és egymastol is eltérd szind. Lehet-e egy ilyen kockan

a) egy kis kockat helyben elforgatni,

b) két kis kockat kicserélni,
feltéve, hogy a tobbi kis kocka véltozatlan helyen és allasban marad ?

2. Tekintsiink egy rendezetlen &allasa biivos kockat. Soroljuk fel — egymads alé irva — a csicskockikat és az élko-
zépkockékat azonosité bettikombinaciokat, s mindegyik utan tegyiink egy jobbra mutaté nyilat. Irjuk a nyil hegyéhez
annak a kis kockanak a bettikombinéciojat, amelynek helyét a nyil el6tti kis kocka elfoglalja. Ha ezt minden egyes
kis kockara megtettiik, akkor ezutan csoportositsuk a kis kockakat a nyil relaci6 tranzitiv kiterjesztése alapjan, vagyis
két kis kocka keriiljon azonos csoportba, ha nyil koti ssze 6ket, de keriiljon kiilonb6z6 csoportba, ha sem kozvetleniil,
sem tObbszords lancon keresztiil nincsenek nyillal vagy nyilakkal kapcsolva egyméshoz. Mutassuk meg, hogy az igy
kialakuld csoportok koziil a paros elemszamu csoportok szama mindig péaros — feltéve, hogy az adott allas forgatésok
altal jott létre a rendezett allasbol.

3. Tekerjiik ki lehet6leg kevés forgatassal a rendezett blivos kockabol a 3. dbra szerinti, 12 darab L alakot tartalmazo
allast.
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4. Mutassuk meg, hogy a biivos kockanak van olyan allasa, amely nem rendezhetd 15 vagy ennél kevesebb forgatéssal.

5. Bizonyitsuk be, hogy az alapallasbol legfeljebb k forgatéassal elallithato, egyméastol kiilonbozs allasok szama
kisebb vagy egyenl mint az

90 4+ 11v54 90 4+ 11v/54 16

kifejezés értéke. (k tetsz6leges nemnegativ egész szam.)
Irjuk fel az
Sk < S, ill. az s > S



egyenl6tlenség nemnegativ egész megoldasait, ha

S = 43252003274 489 856 000.
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