1. Legyenek p és g olyan természetes szamok, amelyekre fennall, hogy

p_qy 1 1 1, L1
q 2 3 4 77 1318 1319
Bizonyitsa be, hogy p oszthaté 1979-cel.
(NSZK, 6 pont)]

2. Adva van egy o6toldali hasab: alaplapja az A; A A3 A4 As, fedSlapja pedig a By BoB3sByBs 6tsz0g. E két 6tszog
mindegyik oldalat, tovabba valamennyi A;B; szakaszt (i, j = 1, 2, ..., 5) vOrdsre vagy z0ldre szinezziik. Minden
olyan haromszognek, amelynek csticsai egytttal a hasab csticspontjai is, és amelynek mindegyik oldala szinezett, van
két kiilonbo6z6 szind oldala.

Mutassa meg, hogy ekkor az alaplapnak és a fedélapnak 6sszesen tiz oldala mind egyforma szint.

(Nagy-Britannia, 7 pont)

3. Adva van a sikban két egymast metsz6 kdrvonal: k; és ko. Jelolje A a két metszéspont egyikét. Két tomegpont:
P, és P, mozog ki-en, illetve ko-n adllandoé sebességgel ugyanabban a forgési iranyban. Mozgésukat egy idében kezdik
az A pontban, és egy-egy koriiljaras utan ismét egyidejiileg érkeznek az A pontba.

Bizonyitsa be, hogy van a sikban olyan rogzitett P pont, amelyre a mozgas minden id6pontjaban érvényes a

PP, =PP,

egyenldség.
(Szovjetunio, 7 pont)

4. Adva van a II sikban egy P és a II sikon kiviil egy @ pont. Hatarozza meg a II siknak valamennyi olyan R
pontjat, amelyre a
QP+ PR
QR
hényados értéke maximalis.
(USA, 6 pont)

5. Hatarozza meg az Osszes a valos szamot, amelyekhez léteznek a

5 5 5
g kxp = a, g Kz, = a2, E Kz, = a®
k=1 k=1

k=1

egyenlségeket kielégité x1, x2, x3, 4 és x5 nemnegativ valds szamok.
(Izrael, 7 pont)

6. Legyen A és E egy szabalyos nyolcszog két atellenes csicsa. Egy béka az A csicsbol kiindulva kezd ugréalni. A
nyolcszog barmely csticsabdl — az E-t kivéve — a mellette levs egyik csticsba ugorhat. Ha az E cstucsba ér, akkor megall,
és ott marad.

Legyen a,, a pontosan n ugrasbol all6 kiillonbo6z6 utak szama.

Bizonyitsa be, hogy as,—1 =0, as, = %(m"‘l —y" ), n=1,2 3, ..., ahol 2 =2+ V2ésy=2—2.

Megjegyzés: Egy pontosan n ugrasboél allé ut a csicsoknak olyan Py, Pi, ..., P, sorozata, amely eleget tesz az
alabbi feltételeknek:

. h=A P,=F;

II. minden, 0 <7 < n — 1 egyenl&tlenséget kielégits i-re P; kiilonbozik F-t6l;

III. minden, 0 < i < n — 1 egyenl6tlenséget kielégits i-re P; és P;y1 szomszédos csicsok.

(NSZK, 7 pont)

*

A zsiiri az egyetlen kiilondijat a 3. feladat kiilonosen elegans és egyszerd megoldasaért LE BA KHANH TRINH 17
éves vietnami versenyzének adta ki. Az alabbi megoldas az 6 dolgozatanak alapjan késziilt.

3. Adva van a sikban két eqymdst metszd kérvonal: ki €s ko. Jeldlje A a két metszéspont eqyikét. Két témegpont:
Py és P, mozog ki-en, illetve ko-n dllandd sebességgel ugyanabban a forgdsi irdnyban. Mozgdsukat egyidében kezdik az
A pontban, és egy-eqy kériljards utin ismét eqyidejileg érkeznek az A pontba.

Bizonyitsa be, hogy van a sikban olyan régzitett P pont, amelyre a mozgds minden iddpontjdban érvényes a

PP, =PPh

egyenldség.

A zardjelben a javaslo orszag neve és a kaphato maximaélis pontszam szerepel.



Megoldas. Jeloljik a kq, ill. ko korok koézéppontjat Oq-gyel, ill. Oz-vel, a két kor A-t6l kiillonbozé metszéspontja
legyen B. ElGszor megmutatjuk, hogy a Py, P>, B pontok a mozgas barmely pillanataban egy egyenesen vannak.

Ehhez figyeljiik meg a kovetkezdket: ha az AB1C1, ABsCy, AB3Cs, ... hasonld, és egyez6 koriiljardst haromszo-
geknél a By, Ba, Bs, ... pontok egy egyenesen vannak, akkor a Cq, Cy, Cs, ... pontok is egy egyenesen fekszenek.
Ez egyszerten kovetkezik abbol, hogy a By, B2, Bs,1... pontokat az A k6zépponta, B1 AC, szogi és AC/AB aranyu
forgatvanyuijtas viszi at rendre a Cy, C3, Cs, ... pontokba, és a forgatvanyujtas egyenestart6. Ez igaz abban az
esetben is, ha a hasonl6é hadromszoégek helyett egy egyenesbe esé hasonlé pontharmasokat mondunk.

1. dbra

A feladat feltétele szerint a P1, P, pontok a korok kézéppontjai koriil allandé szogsebességgel forognak. Tegyiik
fel, hogy pl. a kiindulasi A helyzett6l « szoggel fordultak el (0 < a < 27) (1. abra). Az AO1 Py, AO2 P, egyez6 koriilja-
rasu, hasonld, egyenld szaru (esetleg elfajult) haromszogek. Mivel az O104 egyenes az AB szakasz felezd merdlegese,
szerkeszthetiink rajta olyan C pontot, hogy az ACB és AO; Py haromszogek hasonloak és egyezd koriiljarasaak legye-
nek. El6z6 megjegyzésiink értelmében igy a P;, P», B pontok valoban egy egyenesen vannak, mivel O1, Oz, C' is egy
egyenesen fekszenek.

Elegend6 most mar azt bizonyitanunk, hogy a P, P, szakasz felez§ mer6legese — a P, P, szakasz elhelyezkedésétsl
fiiggetleniil — 4tmegy egy rogzitett ponton. Messe az AB-re A-ban allitott meréleges a k1, ill. kg kort X-ben, ill. Y-ban,
és legyen XY felez6pontja P (2. abra).
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X

2. dbra

7

A BX és BY szakaszok Thalész tétele szerint koreikben atmérdk, ezért az X Py Po<t és Y P, P1 <t derékszog, az
X P P,Y négyszog tehat derékszogl trapéz (hurkolt is lehet, és derékszogi haromszogge is fajulhat). Kévetkezésképpen
a Py P, szar felez6 merGlegese atmegy a rogzitett XY szar P felezési pontjan; ezzel allitdsunkat igazoltuk.



