A 2194. feladatban azt kellett igazolni, hogy tetszGleges a, b, ¢ valos szamra az

(1) f(z) = asinz + bsin 2x + ¢sin 4z
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fiiggvény értéke valamely zg helyen legalabb §(|a| + 16| + |c]). A megoldas (lasd a novemberi szamunk 125. oldalan)

azt sugallja, hogy az 1/2 nem a lehetd legjobb konstans, azaz van olyan A > 0,5 szam is, hogy
f(xo) = A-(la] +1b] + |c])

is teljesiil valamely xo-ra tetsz6leges a, b, ¢ mellett. Jeloljik Ag-lal az ilyen tulajdonsdgt A-k maximuméat. (Ez a
maximum létezik.) A cikkben Ao értékét fogjuk meghatéarozni.

Az (1) alatti f(x) periodikus fliggvény (27 biztosan peridédusa), tovabba folytonos, ezért felveszi maximumét. A
2194. feladat allitasa tehat ekvivalens azzal, hogy a

f(z) asinz + bsin 2z + csindz

(2) Ya, b,C(I) = =
|a| + [b] + [c] la| + 6] + |c|

fiiggvény x szerinti maximuma legalabb 0,5 tetszéleges a, b, ¢ szamra. (Az |a| 4 |b] + |¢| = 0 esetet, vagyis amikor
a=0b=c=0, most és a tovabbiakban kizarjuk.) Jeloljik g4, », -(z) maximumat, ami az elbbiek szerint létezik, és a,
b és c-tol fiigg, h(a, b, c)-vel. Ezekkel a jelolésekkel Ao a legnagyobb olyan szam, amelyre

h(a, b, C) Z /\0
minden a, b, c-re, azaz mas jeloléssel

Ao = inf A(a, b, ).

a,b,c

Igazak a kovetkezd allitasok:
a) ha A > 0 tetszdleges szdm, akkor h(Aa, Ab, Ac) = h(a, b, ¢);
b) h(a, b, ¢) = h(—a, —b, —c¢) = h(—a, b, ¢);
c) h(a, b, ¢) > 0,5877, s6t ha b és c kiillonbozd eldjeliek, akkor h(a,b,c) > V/3/2.

Az a) allitas abbol kovetkezik, hogy g(z) értéke nem valtozik, ha benne a, b, ¢ helyébe rendre Aa, \b, Ac-t tesziink.
b) igazolasahoz tegyiik fel, hogy ga, b, (x) maximumat xo-nal (is) felveszi, azaz

Ga,b,¢() < ga,b,c(x0) = h(a, b, ¢)
tetsz6leges z-re. Konnyen ellenérizhetd (2) alapjan, hogy

(=)

(I—?T),

gfa,fb,fc(x) = Ya,b,c
gfa,b,c(x) = Ya,b,c

igy tetszGleges z-re
gfa,fb,fc(z) = YGa,b, c(_I) < Ya,b, C(IO))

és egyenldség all x = —x esetén, ami igazolja a h(—a, —b, —c) = h(a, b, c) Osszefliggést. Hasonldoan

g—a,b,c(x) = Ya, b,c(x - 7T) S ga,b,c(xO)a

és egyenlSség all x = xg + 7 esetén, ami b) masik felét adja.

Az a) és b) allitasok alapjan h értékkészletének vizsgalatdhoz elegendd az olyan a, b, ¢ szamharmasokra szoritkoz-
nunk, amelyeknél |a| + |b| + |c| =1 és a > 0, b > 0. A tovabbiakban ezt mindig feltessziik.

Ha b és ¢ kiilonbozo elGjeliiek, akkor b) alapjan feltehetjiik, hogy a > 0, b > 0, ¢ < 0 és ekkor
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ha pedig b és c egyezs elGjeltiek, akkor a > 0,5 >0, ¢ > 0 és
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singzsin?: 3 és singzsmg- 5 >sing.
Ezzel a 2194. feladat allitasanal, miszerint Ag > 0,5, tobbet is igazoltunk, nevezetesen azt, hogy Ao > 0,5877.
Abbol, hogy h(1, 0, 0) = (0, 1, 0) = h(0, 0, 1) = 1, azonnal kiovetkezik Ag < 1. Hogy Ao-ra egy kicsit jobb felss
becslést kapjunk, tekintsiik a

(3) 4sinx + 2sin 2z + sin 4z
fiiggvényt. Allitjuk, hogy ennek értéke legfeljebb 6, azaz
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Valoban, ha egy x értékre sinz, sin2z és sin4z nem mind pozitiv, (3) értéke legfeljebb 4 + 2 = 6. Ha pedig mind

2
pozitiv, akkor 2kw < x < 2kmw + g valamilyen k egész szamra, de ekkor sinx < > azaz (3) értéke nem t6bb, mint

2v2 + 2+ 1 < 6, ahogyan allitottuk.
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A c¢) allitas értelmében h(a, b, c) > g ha b és ¢ kiilonboz6 elGjeld, most pedig azt kaptuk, hogy Ao < g Ez azt
jelenti — az a) és b) allitasokkal egylitt —, hogy A\¢ meghatarozasahoz elegendd az a+b+c=1,a>0,b>0,¢c>0
feltételeknek eleget tevd szamhdrmasokat vizsgdlni.
Térjlink vissza a (2) alatt definialt g, », . fliggvényhez, melynek alakja a fenti feltételek mellett

(4) Ja,b,c(z) = asinz + bsin 2z + csin4x.

Ennek a fiiggvénynek a [0,27) intervallumban (altaldaban) 4 lokalis maximuma van, és e négy helyen felvett érték
maximuma adja meg h(a, b, ¢) értékét. Most ha a, b, ¢ értékét folyamatosan valtoztatjuk, akkor a (4) fiiggvény
lokalis maximumhelyei, valamint az ott felvett értékek is a, b, c-vel egyiitt folytonosan, s6t differencialhaté modon
valtoznak. Azonban egy furcsa jelenségnek is szemtandi lehetiink: lokalis maximumok keletkeznek és eltiinnek. Egy
lokalis maximum elttinését szemlélteti az 1. dbra. Ahogyan a paraméterek véaltoznak (esetiinkben a, b és ¢), a maxi-
mumbhely egyre kozelebb keriil egy inflexiés ponthoz, majd mikor dsszeérnek, a maximum elttnik. Igy ha egy sikbeli
koordinata-rendszer (a, b) koordinataju pontja f6lé a térben a gq, b, 1—a—b(z) fliggvény lokalis maximumainak értékeit
felrajzoljuk, ,sima” feliileteket kapunk. A feliiletek metszik is egymast, ilyenkor g(z) fiiggvénynek két vagy tobb egy-
forma értékd lokalis maximuma van. Az abszolit maximumot mindig a legfelsé pont képviseli, igy ezek a pontok, azaz
h(a, b, 1 —a —b) értékei olyan feliiletet alkotnak, amely torésvonalak mentén Osszekapcsolt ,sima” feliiletdarabokboél
all.

Ez a meggondolas mutatja, hogy a H(a, b) = h(a, b, 1 —a — b) kétvéltozos fliggvény folytonos, de nem minden
pontban derivalhaté (éppen a torésvonalak mentén nem). S mivel folytonos fiiggvény korlatos zéart tartomanyon felveszi
minimumét, azért

Ao = min H(a,b).
a>0, b>0
a+b=1



2. dbra

Igy feladatunk H(a, b) minimumanak meghatarozisa. Ezt a feliiletet mutatja a 2. dbra. A felsé haromszoglap
(amire az a és b értékeit mutato szamok is keriiltek) 1 magassagban van. Lathato, hogy két sima feliilet kapcsolodik
egymashoz a szaggatottal jelolt torésvonal mentén. Azonban azokra az értékekre, amelyeknél (a + b) 1-hez kozel van,
a két feliiletrész egymasba simul, a torésvonal eltiinik.

3. dbra

Ebben a pontban a feliiletnek an. szingularitdsa van, a feliilet tulajdonsagai hirtelen, ugrasszerien megvaltoznak.
A feliiletek viselkedését ilyen szingularis pont kornyezetében a katasztréfaelmélet vizsgalja. Ha nemcsak az abszolut
maximumot, hanem az 6sszes lokalis szélsGértéket is berajzoljuk az dbréba, a szingularis pont kornyezete (kicsit mas
nézéponthol) a 8. dbrdn lathatohoz hasonlo. A torésvonalat itt is vastag szaggatott vonallal haztuk ki. A feliilettipus
neve: fecskefarok.
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A 4. dbrdn az x-tengelyen a értékeit mértiik fel, az y-tengelyen pedig rogzitett a mellett a 0 < b < 1 — a értékekre
H(a,b) minimumét (azaz a 2. dbra b tengellyel parhuzamos szintvonalain a legalacsonyabban fekvs pont magassagat).
A 0,5-nél levs toréspont azt jelzi, hogy ez a minimumhely a sima feliiletrgl atkeriilt a torésvonalra. Hasonldan az
5. dbrdn rogzitett b mellett készitettiik el a minimumot. Az abrakrol leolvashatd, hogy A = 0,65 és ezt az értéket
az ag ~ 0,6, by ~ 0,2 értékeknél veszi fel. Pontosabb szamitasok azt mutatjak, hogy Ao = 0,659420, ap = 0,6040,
by = 0,1966. Az ezekhez az értékekhez tartozo g(x) fliggvény képét lathatjuk a 6. dbra.
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