Az aldbbiakban a matematika egyik nagyon fiatal fejezetébdl ismertetiink néhény eredményt, bizonyitatlan sejtést
és problémat.

A bizonyitasok leirdsanal elsGsorban szemléletességre torekedtiink: ezért a precizités itt-ott csorbat szenved, de ugy
véljiik, hogy ez a méd a megértést inkdbb konnyiti majd.

Mivel a szokasos szineket nem tudjuk megjeleniteni, kénytelenek vagyunk harom 1j ,szint” kitalalni: a péttyét, az
ikszet és a kort. Senkit ne tévesszen meg, hogy eme elnevezések feltiinGen emlékeztetnek bizonyos nyomdai jelekre —
azért ezek szineket jelolnek !

A sik szinezése két és hdarom szinnel

Szinezziik ki a sik minden pontjat, két szint felhasznalva, mondjuk pottyre vagy ikszre.

1. Tétel: Bdrmilyen d tdvolsdgot adunk is meg, a 2 szinnel kiszinezett sikon” biztosan lesz két, egymdstol d
tdvolsdgra levd, azonos szind pont.

Bizonyitds. Vegyiink fel egy d oldala szabalyos haromszoget a sikon. A haromszog 3 csicspontjanak a kiszinezéséhez
csak 2 szin Allt rendelkezésre, tehat a 3 pont kézott van két azonos szini, és ezek d tavolsagra vannak egyméastol.

Ebbé6l a gondolatmenetbdl latszik, hogy nemcsak egy azonos szind, d tavolsidgi pontpart taldlhatunk, hanem
végtelen sokat, hiszen a stk barmelyik d oldala szabalyos haromszogéhez tartozik egy ilyen péar.

Vajon igaz marad-e az 1. tétel allitdsa akkor is, ha a stk pontjainak kiszinezéséhez nem 2, hanem 3 szint hasznél-
hatunk fel (p6tty, iksz, kor) ?

0 d G 1. dbra

Nézziik meg a 1. abrat; az dbra 7 pontja kozott meghtzott 6sszes szakasz d hosszisidgi. Legyen mondjuk potty
az A pont szine (tovabbiak szempontjabol lényegtelen melyik szint véalasztottuk ki A-nak). Ha a B és C, illetve F
és F' parok egyik tagja nem iksz és a masik nem kor volna, akkor készen is lennénk, hiszen ezek A-val egyiitt két
szinnel szinezett pontharmast adnanak, és emiatt volna koztiik két egyszinii. Igy feltehetjiik, hogy B és C, ill. E és F
koziil az egyik iksz, a masik kor. De ekkor D-nek is és G-nek is pottynek kell lennie az el6bbi érvelés miatt. Tehat a
legrosszindulatibb szinezés esetén is taldlunk két azonos szind, d tavolsagra levé pontot, D-t és G-t. Ezzel belattuk a
kovetkezd tételt:

2. Tétel: A 3 szinnel kiszinezett sikon biztosan van 2 azonos szind pont, melyek tdvolsdga d.

Hasonl6 kérdés fogalmazhaté meg, ha a sikot nem 3, hanem t6bb szinnel szinezziik ki. Hét szinnel mar kiszinezhet6
a sik 4gy, hogy van olyan d tavolsig, amelyhez nem talalhat6é 2 azonos szinid pont, melyek tavolsdga d. (Ez persze
jelenti egyben azt is, hogy n > 7 szin esetén ugyanez a helyzet.) Az n =4, 5, 6 esetben azonban nem tudni a vélaszt,
ezek megoldatlan kérdések.

Alakzatok létezése

Legyen adott a siknak egy tetszGleges szinezése, és legyen M egy tetszbleges, pontokbol allo alakzat a sikon. A
tovabbiakban azt mondjuk, hogy az M alakzat a szinezésben megtalalhato, létezik, ha talalhato a sikon az M alak-
zattal egybevago, egyszini pontokbol all6 M’ alakzat. (A pontalakzatokat a pontok altal meghatarozott szakaszokkal,
tavolsagokkal fogjuk jellemezni. Tehat, pl. amikor valamely haromszog létezésérsl beszéliink, csak a 3 csicspontjanak
alakzatat értjiik alatta). Vajon a kiilonféle haromszogek szitkségképpen léteznek-e a két szinnel szinezett sikon ?

Az altalanos kérdésre érdekes modon éppen a legegyszertibb haromszog, a szabélyos esetében adhatunk negativ
valaszt.

3. Tétel: Két szinnel szinezve a sikot, nem biztos, hogy létezik d oldali szabdlyos hdromszég — vagyis tetszdleges
d-hez megadhato olyan szinezés, amelyben nem létezik d oldali szabdlyos hdaromszag.
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Bizonyitds. Ilyen szinezést mutat a 2. dbra, melyen valtakoz6 szint, i_d széles, egyik oldalukon nyilt, a méasikon

zart savokat latunk. Rogton latszik, hogy ha létezne a keresett haromszog, akkor annak egy savban kellene elférnie.



Tegyiik fel, hogy mégis van egy d oldalu szabalyos haromszog egy ilyen savban. Toljuk el ezt Ggy, hogy a sdvhoz tartozé
hatarvonaldhoz legkozelebb es6 csucs a hatarvonalra essen. Azonban a hatéarra keriilt cstucs koriil d sugarral rajzolt
kornek nincs a savhoz tartozé 60°-os kozépponti szogi ive, igy a feltevéssel ellentétben a d oldalt szabélyos haromszog
nem férhet el egy savban.

A témaval foglalkoz6 matematikusok ezzel kapcsolatban azt sejtik, hogy a 2. abran lathato szinezés az egyetlen
olyan, amelyben nem létezik d oldala szabalyos haromszog — de ez még bizonyitasra var.

/

T

7
-

[T / -f

/

2. dbra

Konnyen lathato, hogy az adott szinezésben minden d' # d oldalt szabalyos haromszog létezik. Ez vezet ahhoz a
kevesebbet mondo sejtéshez, mely szerint ha a sik egy szinezésében a d oldali szabalyos haromszog nem létezik, akkor
minden d’ # d oldald szabalyos haromszog létezik. Ennek a sejtésnek persze csak akkor van jelent&sége, ha az elébbi
sejtés hamisnak bizonyul, vagyis tobb olyan szinezés van, amelyben nem létezik a d oldala szabalyos haromszog.

4. Tétel: A sik két szinnel val barmely szinezése esetén a d, 2d, V/3d oldali szabdlyos hdromszigek kizil mindig
létezik legaldbb az egyik.
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Bizonyitds: Vegylink fel a sikon két azonos szinti pontot, A-t és B-t, melyek tavolsaga d. (Ilyen pontpar létezését
az 1. Tétel biztositja, 3. abra). Ezek szine legyen mondjuk potty. A t6liikk szintén d tavolsagra levé C' és D pontok
szinérdl feltehetjiik, hogy iksz, mert ellenkez6 esetben készen vagyunk. Az AB egyenesen a B-t6l d tavolsagra levé E
pont csak potty lehet, hiszen a C, D, E pontok v/3d oldali szabalyos haromszoget hataroznak meg. Az AC egyenesen
C-t6l d tavolsagra levé F' pont csak iksz lehet, hiszen A, F és F' pontok 2d oldali szabélyos haromszoget alkotnak.
Az FFE szakasz G felezGpontja viszont vagy a C és F, vagy a B és F pontokkal azonos szinii pontharmast alkot, attol
fiiggGen, hogy iksz-e vagy potty.

5. Tétel: A két szinnel kiszinezett sikon az a, b, c oldali hdromszdg akkor és csak akkor létezik, ha az a, b, ill. c
oldalu szabdlyos haromsziogek kozil legalabb az eqyik létezik.

Még a tétel bizonyitasa el6tt megemlitjiik, hogy ez a tétel, valamint az elézéleg emlitett sejtés indokolja azt az
altalanosabb sejtést, miszerint a sik két szinnel valé barmely szinezésében egy bizonyos szabalyos haromszog kivételével
tetsz6leges haromszog létezik. (Ez a sejtés egyébként az 5. tétel ismeretében ekvivalens a 4. tétel el6tt emlitett sejtéssel.)



4. dbra

Bizonyitds: Ha, mondjuk, az a oldalt ABC szabalyos haromszog létezik a sikon, akkor vegyiink fel egy olyan D
pontot, melyre DA = b, CD = ¢ (4. dbra). D-nek C koriili 60°-o0s elforgatasaval kapjuk az E pontot, amelyre igaz, hogy
BCE az AC D-vel egybevago haromszog. D-t A koriil 60°-kal elforgatva kapjuk H-t. Kénnytd belatni, hogy az ABEH
pontok paralelogrammat hataroznak meg. Az EH, EB oldalakra kifelé szabalyos haromszogeket emelve kapjuk a G és
F pontokat. Ismét rosszindulatuan probalunk szinezni: ha az A, B, C pontok pottyok voltak, D iksz legyen, csakugy,
mint F és F, mert az ACD, BCE, BAF haromszogek egybevagoak, mindnek a, b, ¢ nagysagu oldalai vannak. Ha
FE és F iksz, akkor G potty legyen, mert a GEF haromszog is egybevago az elézéekkel. Ha a H pont potty, akkor az
A és G pontokkal, ha iksz; akkor a D és F pontokkal hataroz meg a, b, c¢ oldald, azonos szini haromszoget. Ezzel
belattuk a tétel elss felét.
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Hatravan még a tétel masodik fele, a ,,csak akkor” bizonyitasa; vagyis ha létezik az a, b, ¢ oldald haromszog, akkor
létezik az a, b, ill. ¢ oldali szabalyos haromszogek koziil legalabb az egyik. Legyen ABC' az a haromszog, amelynek
minden csdcsa poOtty, és rajzoljunk hozza egy, a 4. dbran lathatohoz hasonlo alakzatot (5. abra), vagyis valasszuk a
CDEF paralelogrammat gy, hogy az oldalakra kifelé irt szabalyos haromszogeknek A, G, H és B legyenek a cstucsai.
Ebben D csak iksz lehet, E szintén, hiszen E, A, B egy c oldala szabalyos haromszoget hataroz meg, ahol A és B
potty. G potty lesz, mert E és D iksz. A H viszont, ha potty, C-vel és G-vel, ha iksz, E-vel és F-fel hataroz meg
azonos szind szabalyos haromszoget.

A tér szinezései

Eddig a sik pontjait szineztiik ki, most a kiszinezett térrel fogunk foglalkozni. Itt mindazok a kérdések feltehetdk,
amiket a sikban vizsgaltunk. Persze amikor a sikra kimondott tételben egy alakzat létezését igazoljuk, akkor ezzel
egyben térbeni létezését is belattuk, s6t tobbet, azt, hogy a tér minden sikjaban létezik az alakzat.

A 3. tételben egy kérdésre negativ valaszt adtunk: hogy két szinnel szinezve a sikot, nem biztos, hogy létezik d
oldalu szabalyos haromszog. Térben nem igy van.

6. Tétel: Két szinnel szinezve a teret, biztosan létezik d oldalu szabdlyos hdromszog.

Bizonyitds. Vegyiink fel 2 azonos szinl — mondjuk potty — egymastol d tavolségra levé pontot. Tekintsiik a mind-
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kett6t6l d tavolsagra levs pontokat a térben, melyek egy %d sugart kort alkotnak. Ha ezen pontok kézott van 2 potty,



készen vagyunk, igy a tovabbiakban feltessziik, hogy a kér minden pontja iksz. Ha, ezen az iksz szind koron kivalasztunk
két pontot, melyek tavolsadga d, akkor hasonlé médon feltehetjiik, hogy az ezektdl d tavolsagra levd pontok alkotta kor
minden pontja potty. Igy a kor minden d tavolsagu pontparjahoz tartozik egy potty szini kor, amelyek egyiittesen
V34 V2

egy potty szind toéruszfeliiletet alkotnak. Ha a torusz adatait kiszamoljuk, kideriil, hogy a sugara (Kideriil
mellesleg az is, hogy ez egy 6nmagaba metsz6 torusz, tehat kozépen nem lyukas.) Mivel a torusz sugara Td
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nagyobb, mint a d oldala szabalyos haromszog koriilirt kérének sugara, %d, azért az is rogton latszik, hogy a toérusz

feliiletén lehet talalni (végtelen sok), a d oldala szabélyos haromszog csticsainak megfelel pontharmast, amelyik tehat
iksz szind.
Az 5. &3 6. Tételbdl egyszeriien kovetkezik az aldbbi

7. Tétel: A teret harom szinnel szinezve, ott tetszdleges haromszog eléfordul.

Térjiink most vissza dtmenetileg a sikhoz. Az 1. Tételben kimondtuk, hogy két szinnel szinezve a sikot, tetszsleges d-
hez talalunk két azonos szint pontot, melyek tavolsaga d. Eléfordulhat, hogy mindkét szinben létezik minden tavolsag,
de az is lehet, hogy van olyan tavolsag, ami csak az egyik szinben szerepel. Erre az esetre vonatkozik a kovetkezs két
tétel.

8. Tétel: Ha van olyan tdvolsdg, ami az eqyik szinben szerepel, akkor a mdsik szinben tetszéleges hdaromszog létezik.

Bizonyitds: Ha példaul nem létezik két iksz szintd, egyméstol d tavolsagra levé pont, akkor be fogjuk latni, hogy
a pOtty szinben minden haromszog létezik. A hiromszoget jellemezze most az egyik csticsabol a masik két cstucsaba
mutato6 vektor, a és b. Vegylink fel egy olyan alakzatot, amilyennel a 2. tételnél és az 1. 4bran taldlkoztunk, és — legyen
itt az ezt meghataroz6 tavolsadg a d. Kénnyen ellendrizhets a kovetkezd allitas: az alakzatban szereplé 7 pont koziil
legfeljebb 2 lehet iksz szind, mert mar harom pont kdzott biztosan van ketts, melyek tavolsdga d — amit viszont kezdeti
feltevésiinkben kizartunk. Toljuk most el az egész alakzatot, az a és a b vektorral! (6. abra). A megfelel pontok ekkor
7, az eredetileg felvett haromszoggel egybevagd haromszoget hatdroznak meg. Miutan a 21 pont koziil a fentiek miatt
legfeljebb 6 iksz szind pont van, a 7 egybevagd haromszog kozott biztosan van legalabb egy olyan, amelyiknek minden
pontja potty szinid. Ezzel be is lattuk az allitast.

6. dbra

Nemrégiben jelent meg a kovetkez6 két eredmény: egyrészt az el6bbi tétel négyszogekre is igaz, tehat ha van olyan
tavolsag, ami az egyik szinben nem szerepel, akkor a masik szinben tetszéleges négyszog létezik. Masrészt viszont a
tétel tizenkétszogre (és ennél tobb-szogre) nem igaz, vagyis megadhat6 olyan szinezés és olyan tizenkétszog, hogy az
egyik szinben nem szerepel minden tavolsag, és a masik szinben nem létezik a tizenkétszog. (E tételek bizonyitasa
bonyolultabb.) 4 < n < 12 esetben a probléma megoldatlan.

9. Tétel: Ha van olyan d tavolsdg, ami az eqyik szinben nem szerepel, akkor a mdsik szinben létezik 4, eqy egyenesbe
esd pont, melyek kozil a szomszédosak tdvolsdga d.



7. dbra

Bizonyitds: Ha példaul a potty szinben nem létezik a d tavolsag, akkor a potty szinti A ponttdl d tavolsagra levs
pontok — az A kézépponti, d sugart kor pontjai — iksz szintek. A d sugart kér a vele koncentrikus v/3d sugart korbe
irt szabalyos haromszog oldalait harmadolja — ez rovid szamolassal belathato —, és a harmadol6 pontok tavolsaga d (7.
abra). Tehat ha a szabélyos haromszog csicsai k6zott van két iksz, akkor méaris megvan a keresett négy pont. Ezért
feltehetjiik, hogy legfeljebb 1 iksz szint, tehat legalabb két potty szind csicsa van a szabélyos haromszognek. Jeloljlink
ki a V/3d sugart koron egy-egy olyan pontot, amely a potty szind cstcstol d tavolsagra van, azonos forgasiranyban
(ezt ketféleképp tehetjiik). Ez a két pont az eredeti feltétel szerint csak iksz lehet. Az ezek altal meghatérozott har
masrészt felfoghato tgy, mint a potty szini csicsok altal meghatarozott hur elforgatottja — tehat ugyanolyan hosszu.
Kovetkezésképpen a bels6 kor ezt a hart is harmadolja, a harmadolépontok szintén iksz szintek, tehat megvan a 4 iksz
szind pont.

10. Tétel: A teret két szinnel szinezve vagy az egyik szinben (potty) létezik d szdri egyenld szdari derékszdgd
hdromszog, vagy a mdsik szinben (iksz) létezik d oldali négyzet.

Bizonyitds: Ha a poOtty szinben nem létezik a d tavolsag, akkor egy potty szini pont koré irt d sugart gomb minden
pontja iksz szind. Egy ilyen gombre rairhaté d oldali négyzet — azaz kivalaszthatoé négy pont a gomb feliiletén ugy,
hogy ezek d oldald négyzetet hatarozzanak meg, amely tehat iksz szind.

Ha a potty szinben létezik a d tavolsag (8. abra), akkor a két pOtty szint, pont koré irt, a d szakaszra mercleges
sikil, d sugart korokon vagy van potty szind pont, és akkor d szart egyenld szart derékszogi haromszoget talaltunk,
vagy a korokon minden pont iksz szint, akkor talalhato 4 pont, melyek d oldalti négyzetet hataroznak meg. (Persze a
két alakzat egyszerre is létezhet.)

Végezetiil az esetleges tovabbi érdekl§dsknek — és angolul tudéknak — megadjuk azt a négy cikket, mely forrasunkul
szolgalt, és amely az itt leirtaknal joval tobbet tartalmaz.
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