Toprengett-e mar az olvasd azon, hogy amikor egy poliédert (sokszoglapokkal hatérolt testet) halozatavall defini-
alunk, megadjuk-e ezzel egyaltaldn a testet?
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1. dbra

Az 1. dbrdn lathato halozatbol csak egyetlen test allithatd Ossze, a kocka. Ugyanakkor a 2. dbra haldozatabol mar
harom kiilonboz8 poliéder is 6sszeallithato: egy konvex és két konkav (3. dbra). Ez a példa is mutatja, hogy a hélozat
altalaban nem definialja egyértelmten a poliédert, az Osszeillesztésnél tobb kiilonb6z6 lehetdségilink van, bar az egy
csticsban Osszefutd lapok, és azok sorrendje adott. De az Gsszerakott (Osszeragasztott) lapokbol keletkezd testek mar
merevek: ha modelljeinkben barmelyik harom cstucsot rogzitjiik, semelyik tovabbi cstics nem mozoghat. Ahhoz, hogy
a konkav testek horpadasait” kipattinthassuk, mar a papir rugalmassagat kell kihasznalnunk. A pattintas kézben az
oldallapok &tmenetileg megsztinnek siklapok lenni. Merevségen tehat azt értjiik, hogy amennyiben a poliéder lapjai
adott siklapok, és bar ezek a lapok csuklésan vannak az élek mentén Osszeillesztve, azaz a lapok az élek koriil szabadon
elfordulhatnanak, a poliéder csicsait mégsem tudjuk egymashoz képest mozgatni.
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2. dbra

LA hdlézat helyett a lapgrdf kifejezést kellene hasznalnunk, hiszen nem csupan a poliéder sikba kiteritett lapjait gondoljuk megadottnak,
hanem azt is, hogy a lapok hogyan csatlakoznak egyméshoz. Ennek ellenére megmaradunk a szemléletesebb haldzat kifejezésnél.



Az elgbbi definicionak sikbeli megfelelGje az lehetne, hogy egy sokszog akkor merev, ha oldalszakaszai a csicsokban
csuklosan talalkoznak és a sokszog csticsainak a kolcsonos helyzete ennek ellenére nem valtoztathatdé meg. Eszerint
a haromszog volna az egyetlen sikbeli merev sokszdg. Ennek fényében még inkdbb megleps a poliéderek tapasztalt
merevsége. Hatha csak bizonyos ,szép” tulajdonsigu poliéderek merevek, a legtobbjiik pedig nem az? Nos, Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857) neves francia matematikus 1813-ban bizonyitotta, hogy minden konvex poliéder merev.
S6t ennél tobbet mutatott meg, nevezetesen azt, hogy adott halozatbol legfeljebb egy test allithato ossze. Igy a 2.
dbra halézatabol is csak egyetlen konvex poliédert kaphatunk (3a dbra), mig konkavbol mar kettst (3b, ¢ dbrdk).
Az allitas bizonyitasa megtaldlhatd példaul Skljarszkij — Csencov— Jaglom: Vélogatott feladatok, 3., Geometria II.
(Sztereometria) cimii konyvének 58. feladataban.

4. dbra

5. dbra

Tobb mint masfél évszazadon keresztiil probéaltak Cauchynak ezt a tételét konkav poliéderekre is atvinni, vagy
pedig ellenpéldat keresni. Cauchy tételének bizonyitasa azon a tényen alapszik, hogy ha egy konvex sokszoget az
oldalhosszak megtartasaval gy deforméalunk, hogy tovabbra is konvex maradjon (4. dbra), akkor legalabb 2 szoge
csokken és legalabb 2 szoge nS. Ez azonban konkav sokszogekre mar nem marad érvényben, példaul az 5. dbrdn a
harom hegyesszog csokkent és csak a konkiv szog nétt. Ez az oka annak, hogy a bizonyitast nem lehetett konkav
poliéderekre is atvinni. Végiil 1978-ban Robert Connelly konstruéalt egy nem merev konkav poliédert. A tovabbiakban
egy ilyen, csupa haromszoglapokkal hatarolt testet irunk le. Ezt a testet Klaus Steffen talalta meg.



6. dbra

Tekintsiink a térben két pontot, A-t és B-t. Azon pontok mértani helye, melyek A-tol adott a, B-t6l pedig b
tavolsagra vannak, egy ki korvonal, ha a + b > AB. Ennek sikja mercleges az AB egyenesre (6. dbra). Hasonloan
legyen ko az a korvonal, melynek pontjai A-t6l b, B-t6l pedig a tavolsagra vannak. Vilagos, hogy ki és ko egybevagoak
és az AB szakasz felez6pontjara tiikrosek. Valasszunk ki a ky kérvonalon két pontot, C-t és D-t, a ko kdrvonalon pedig
véalasszuk az F és F pontokat ugy, hogy a C'D iv és az EF iv egyenld és egyez6 koriiljarasa legyen. Ezt ugy értjik,
hogy az AB tengely valamelyik iranyabol nézve (a végtelenbdl) ugyanakkora és egyezs iranyu elforgatés vigye at C-t
a D-be és E-t az F-be (7. dbra). Ekkor a CD és EF szakaszok egyenlGek, s6t a CE és DF szakaszok is, hiszen az
ACEB torottvonalat az AB tengely koriil alkalmas szoggel elforgatva az ADFE' B torottvonalat kapjuk.

7. dbra

Igy ha az AC, CB, AD, DB, AE, EB, AF, FB, CD, EF és CFE szakaszok helyére merev rudakat tesziink
(ez 6sszesen 11 rud), a rudak végpontjait csuklokkal illesztjiik Gssze, az A és B pontokat bizonyos korlatok kozott
kozelithetjiik, illetve tavolithatjuk egymastol. A-t és B-t tavolitva ki és ko atmérGje csokken, és csokken a sikjaik kozti
tavolsag is. A fix CF rud miatt né az elfordulas CD és EF kozott (8., 9. dbra). Ekozben a fenti meggondolas alapjan a
DF tavolsag nem valtozik, igy a D és F' pontok kozé is illeszthetiink egy rudat, a rendszer mozgathatésdga megmarad.
A mozgathatosagot ugy is gondolhatjuk, hogy az A, E, F pontokat rogzitve a B pontot fel-le mozgathatjuk (10. dbra).



10. abra

A rudak méreteinek iigyes megvalasztasaval elérhetjiik, hogy az ACE, ACD, ADF, BEC, BDC, BDF héaromszog-
lapokat feltéve a csuklos rendszeriinkre (11. dbra) egy, az AEBF torz négyszogre illeszkedd nyitott feliiletet kapjunk.
Példaul a =10 cm, b =12 cm, CD = 11 cm és CE = 5 cm megfelel§ lesz. Minthogy a haromszoglapok oldalszakaszai
az el6bbi csuklos rendszer rudjai koziil keriilnek ki, ez a feliilet is olyan marad, hogy az A, F, F pontokat rogzitve a
B pont fel és le mozgathato, a lapok alakvaltozas nélkil kovetik a B pont mozgaséat.



11. dbra

Keészitsiik el két példanyban ezt a feliiletet. Helyezziik egyméasra azokat és ragasszuk Gssze a két feliiletet a BE, vala-
mint BF élek mentén. Ezutan az A csticsnal 6vatosan hiizzuk szét. Az ,alap” ABCDEF felett kapunk egy A’BC'D'EF
Jfedslapot”. Amig az A és A’ cstcsok tavolsaga kb. 10 cm-nél kisebb, addig a BC'D és BC'D’ lapok 6sszesimulnak és
a testet merevvé teszik. Ha azonban ez a tavolsag ugy 15 — 16 cm-re nd, az alap- és a fed6lap szabadda, egymashoz
képest mozgathatova valik. A keletkezett AA'E és AA’'F haromszoglapokat beragasztva (véalasszuk AA’-t 16 cm-nek)
maris el6ttiink all egy nem merev poliéder. Ennek 9 csicsa, 14 lapja (mindegyik haromszoglap) és 21 éle van. Ha
rogzitjiik az A, A', E és F cstcsokat, akkor a B cstcsot folytonosan mozgathatjuk (addig, amig a poliéder lapjai dssze
nem akadnak), hiszen a végén beillesztett AA'E és AA'F lapok véltozatlanok, a poliéder also és felss ,kosara” pedig
kiilon-kiilon, tehat egyszerre is mozgathatoé.

Hatsoé boritonkon a test teljes halozata lathato, nagyjabol feleakkora méretben, mint amekkorat megadtunk. A
feliiletre irt szamok az Gsszeragasztés sorrendjét jelzik. A vastagon kihizott élek mentén a lapszogek konkavak, azokat
az ellenkezd irdnyba kell behajtani, mint a tobbi élt.

Csirmaz Laszlo



A hdtso borito dbrdja



