1. Be nem épitett fligguények
Van egy zsebszamitégépem, HT TK — 1024 a neve, magyar gyartmany. Sok mindent tud: leiitém az z-et, egy-egy
billentyt benyomaséra kiszamitja z*-et, \/z-et, sin — cos —tg z-et, —-et stb. Egy billentyii benyomasara megjelenik a
x
w értéke 9 tizedes jegyre kerekitve, tud dsszeadni—kivonni—szorozni—osztani.
Ezenkiviil a sin, cos, tg szogfliggvények adott értékébdl a szogek meghatarozésa is egy-egy gomb megnyomésaval

torténhet. Adott szogfiiggvényértékhez végtelen sok kiilonb6zs szog tartozik, a kalkulator azonban csak egyetlen értéket
tud Kijelezni. Ez az érték az un. féérték, szokasos jele és értékkészlete

T T
—— < Arcsinz < —
2~ -2
0<Arccosz <m

—g < Arctgzx < g

Igy peldaul a tgz = 1 értékbol a gép egyediil az x = 0,78... szoget keresi vissza, ebbdl nekiink kell a tobbi
szogértéket meghataroznunk: x ~ 0,78 4+ km, ahol k tetsz6leges egész.

Sajnos, a kalkuldtorban nincs Arcctg z-et szdmité szubrutin, adott ctgx értékbél x-et nem lehet kozvetlentl vissza-
keresni. Pedig a gyakorlatban erre is sziikség lehet.

Ha rovid a kardod, toldd meg egy lépéssel — tartja a kézmondas. Hogyan lehetne az eddig felsorolt szubrutinok
segitségével adott ctgx = a értékbdl x foértékét, Arctg a-t meghatdrozni? Definici6 szerint a f6érték 0 és m kouzti érték:

0 < Arcctge < .

37,

Arctg x|

1. dbra

I. Gondoljuk végig: az egységsugari, origd kdzéppontu korben Arctgx azt a szoget jelenti, amelynek a tangense x
(ez az 1. abran az egyives sz0g). Arcctg x azt a szoget jelenti, amelynek a cotangense x (ez az 1. abran a kétives sz0g).

™ ™
Ha 0 < Arctge < > a két szog egy derékszogi haromszog két hegyesszoge, ezek Osszege tehat 5

Arctg z + Arc ctg z = g

Ervényes-e ez negativ szogre is? Igen, mert tg (—z) = —tgz, |Arctgz| < g miatt
Arctg(—z) = —Arctgze
(lasd a 2. abrat), és ctg (m — x) = —ctgx, 0 < Arcctgr < 7 miatt
Arc ctg (—z) = 7 — Arc ctgx

(lasd a 3. abrat).
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2. dbra

y=cigx

3. dbra

A két utobbi egyenlGséget Gsszeadva és rendezve azt kapjuk, hogy

Arcctgzr = g — Arctgzx,

ez az 0sszefliggés tehat érvényes minden x-re.
Igy ez médot ad arra, hogy a kalkulator meglevé szubrutinjaival adott ctg x értékbdl z-et visszakeressiik. Példaul:

ctgx =06 x=Arcctg0,5+k-7w= g — Arctg0,5 + kr ~ 1,107 148 718 + k.

I1. Készitslink egy méasik modszert is, mas szubrutinok bevonasaval.
™
Ha z > 0, akkor 0 < Arcctgx < 5 és

1 1
tg (Arcctgr) = ————— = —.
g (Arcctg ) ctg (Arcctgz) =z

1 1
Ha egy 0 és g kozti szam tangense —, akkor az a szam Arctg—-szel egyenld:
x x

1
Arcctgx = Arctg —, ha x> 0.
x



Ha z < 0, akkor g < Arcctgr < m, de most is

1 1
tg (Arcctga) = —————— = —
g (Arcctg ) ctg (Arcctgz) =

1 1
Ebbgl Arcctgx = Arctg — + km kovetkezik, ahol & = 1, hiszen most —g < Arctg— <0, g < Arcctgz < 7. Tehat
x x
1
Arcctg x = Arctg— +7, ha z<0.
x
1
Ezek az eredmények azt mutatjak, hogy Arcctg x értékét az —, az Arctg, a 7 és az 6sszeadd szubrutinok segitségével
x
is meghatarozhatjuk. Példaul:
ctgzr = —0,35,

x = Arcctg (—0,35) + km = Arctg (——) +(k+1)r =~

~ —1,234121507 + (k + 1)

2. Egyenletek megolddsa

Jatsszunk egy kicsit a kalkulatorral. Vigyiink be 1 radiant és vegyiik ennek a cosinusat. A kapott értéknek is vegyiik

a cosinusat, majd az igy kapott értéknek is szamitsuk ki a cosinusat és igy tovabb. A cos-gomb nyomogatasaval az
alabbi szamsorozatot kaptuk:

Sorszam T; Cos I;
1. 1, 0,540 302 3059
2. 0,540 302 3059 | 0,8575532158
3. 0,857 5532158 | 0,654 289 7905
4. 0,654 2897905 | 0,793 480 3587

38. 0,7390851333 | 0,7390851332
39. 0,7390851332 | 0,7390851332

igy voltaképpen adott x; értékbdl cosz;-t szamoltuk ki, azutéan az x;1 = cosx; értékbdl cosx;i-et (i = 1, 2, 3,
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A 4. abra vazlatosan mutatja eljarasunkat. El¢szor az y = cosx gorbén megkeressiik az A; (z1; cosx1) pontot, ezt
az x tengellyel parhuzamosan ravetitjiik az y = x egyenesen levé By pontra, ezt folvetitjiik y tengellyel parhuzamosan



a cosx gorbén levs As(xo;cosxs) pontra, és igy tovabb. Az A; B1 A3 BaAsBs ... tor6ttvonal fokozatosan egy pontot
kozelit meg, az y = cosx és y = = metszéspontjat.
Az eljardssal (igynevezett iterdcio™val) az
T = CosT

egyenlet megolddsat hatdroztuk meg egyre pontosabban. Az x1, xo, 3, ... abszcissza-sorozat egyre nagyobb pontossdggal
kézeliti meg az x = cosx egyenlet gydkét.

Az 59. lépésben kapott z59 a gép tantsiga szerint mar megegyezik cos xsg9-cel, ezzel a kalkulatorral tehat az eljaras
nem javit tovabb a gyok pontossagan, az x = cosx egyenlet megoldasa

z ~ 0,739085133 2.

Az eljarast alkalmazhatjuk mas
z = ¢(x)
alaki egyenletek megoldasara is. A kapott sorozat egyre nagyobb pontossaggal megkozeliti az egyenlet gyokét, ha a

() ,elég laposan” metszi 4t az y = x egyenest, pontosabban: ha az érint6jének iranytangense, ¢’ () abszolat értékben
kisebb 1-nél a gyokhely kornyezetében:

¢ (2)] < 1,

azaz a gyOkhely kornyezetében az érinté hajlasszoge —45° és +45° koz6tt mozog (5a, b dbra). Az eljaras nem vezet a
gy6khoz, ha |¢'(z)| > 1, (5¢, d abra).
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Mit tehetiink, ha |¢(x)] > 17 A 6. abra mutatja, hogy az y = ¢(x) és inverze, y = ¢~ () ugyanazon pontban
metszik az y = x egyenest (persze, mert egyik a mésiknak tiikorképe az y = x egyenesre). Ha |¢(z)| > 1, akkor
[~ (z)]| < 1 lesz a gyokhely kornyezetében. Igy az iteracioval az @ = o(z) egyenlet helyett az 2 = ¢~ '(z) egyenletet
oldhatjuk meg.
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Nézziik példaul az z + Inxz = 0 egyenletet. (Itt Inx természetes logaritmus, e alapt logaritmus.)

Az ¢ = —Inz helyett (mivel —Inz derivaltja abszolat értékben

1
——‘ > 1 a0 és 1 kozt keresend6 gyokhely
x

x

1
kornyezetében) az x = e~ * egyenletbdl érdemes kiindulnunk. Itt az e”, — szubrutinok felhasznalasaval szamithatjuk
x

ki a szilikséges értékeket.

- 1

x € e—z
1. 105 1,648 721271 | 0,606 530659 7
2. | 0,606530659 7 0,5452392119
3. | 0,5452392119 0,579703094 9
4. ... e 0,560 064 627 9
5) 0,5711721490
6 0,564 8629470
37. 0,567 1432905
38. 0,567 1432904
39. 0,567 1432904

A kalkulatorral tovabb nem javithato a gyokkozelités, az x + Inz = 0 egyenlet gyoke

x ~ 0,5671432904.

Lukacs Otto



