A tavaly szeptemberi szamban kittizott P. 306. probléma a kévetkezéképpen szolt:
LSArtiur kirdly testérei lovagi torndt vivtak. A torna végén kiderilt, hogy a kirdly bdrmely n testérhoz tud taldlni egy
(n + 1)-ediket, aki mindegyikiiket legydzte. Bizonyitsuk be, hogy legaldbb 2" — 1 résztvevd volt.”

A feladatra 5 tanul6 kiildott helyes megoldast: Erdélyi Tamds, Ligeti Rudolf, Lipusz Csaba, Nagy Gdbor és Var-
ga Livia. Erdélyi Tamds dolgozatanak végén megjegyzi: ,Erdekes kérdeés, hogy egy 2" — 1 f6bél allo tarsasagra
megadhaté-e olyan konstrukci6, amelyre a feladat feltételei teljesiilnek.” Ennek az ifrasnak az a célja, hogy errdl a
kérdéskorrél mindazt elmondja, amit ma a matematikusok tudnak.

Kezdjiik egy definicioval. Jelolje f(n) azt a legkisebb, n-nél nagyobb egész szdmot, amelyre igaz a kovetkezo allitas.
Ha a kiralynak pontosan f(n) testére van, akkor a lovagi torndnak lehetséges olyan végeredmeénye, hogy barmely n
testérhoz talalhatod olyan (n + 1)-edik, aki mind az n-et legyGuzte.

Konnyen belathato, hogy f(1) = 3, az F. 2159. feladat megoldasa (megjelent a Kémal 58. kotet, 1. szam 9. oldalan)
szerint f(2) = 7, tovabba a P. 306. probléma azt allitja, hogy f(n) > 2""! — 1. Elséként Erdds Pdl bizonyitotta, hogy

(1) 2n+1 -1 < f(n) < n2 . 2n-i-17
1965-ben azutan két ausztraliai matematikus, E. és G. Szekeres megmutattak, hogy a valamivel erésebb
(2) (n+2)2"" 1< f(n)

egyenl6tlenség is igaz.

Els6ként (2)-t bizonyitjuk, ebbdl (1) els egyenlStlensége mar kovetkezik. Ehhez egy ujabb definiciora van sziiksé-
glink.

Jeloljiik g(n, m)-mel azt a legkisebb, n-nél nagyobb egész szamot, amelyre igaz a kovetkezd &llitas. Ha Artar
kiralynak pontosan g(n, m) testére van, akkor a lovagi tornanak lehetséges olyan kimenetele, hogy barmely n testért
legalabb m masik testér legy6zott. Vilagos, hogy g(n, 1) = f(n).

Legyen k = g(n, m) és tegyiik fel, hogy a k testér kozotti lovagi torna végeredménye megfelel a fenti feltételnek.
Nem lehetséges, hogy minden testér tobb mint (k —1)/2 testértdl kapjon ki, mert ekkor a vereségek szama tébb volna,
mint k(k—1)/2, noha 6sszesen legfeljebb k(k —1)/2 mérkszés volt. Legyen tehat A olyan testdr, aki legfeljebb (k—1)/2
alkalommal kapott ki. Ha most n = 1, akkor a feltétel szerint A-t legalabb m test6r gyGzte le, azaz m < (k — 1)/2,
ahonnan

(3) g(l, m) >2m+ 1.
Ha n # 1, akkor allitjuk, hogy az A-t legy6z6 test6rok szama legalabb g(n — 1, m), azaz
(4) g(n, m) >2g(n—1, m) + 1.



1. dbra

El6szor is legalabb n testér gyGzte le A-t. Ugyanis ha csak a By, Ba, ..., Br (k < n) test6rok nyertek volna A
ellen, akkor az A, B, ..., By testéroket tetsz6legesen kiegészitve n testérré, volna olyan C, aki mindnyajukat legyGzte,
azaz legyGute A-t is és legyGute By, Ba, ..., Bi-t is (1. dbra). Ez a C nem egyezhet meg egyik B;-vel sem; és legyGzte
A-t, ami ellentmond annak, hogy A-t csak Bi, Bs, ..., By gy6zte le. Masodszor azt kell ellenérizniink, hogy ha a B,
By, ..., By_1 testérok mind legy6zték A-t, akkor van m testor a legy6zok kozott, akik By, By ..., B,_1 mindegyikét
legy6zték. Am ezt éppen az a feltételiink biztositja, ami szerint az A, By, Ba, ..., B,_1 (6sszesen n f6) test6rhoz
talalhato m olyan test6r, akik ezt az n-et legyGzték. Ezek persze legy6zték A-t, és legyGzték By Ba, ..., By_1-€t is.

A (3) és (4) egyenlStlenségek alapjan teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy

(5) gn,m)>2"(m+1)—1.
n = l-re az allitas (3)-mal ekvivalens. Ha n > 2 és (5)-6t mar (n — 1)-re tudjuk, akkor (4) szerint
gn,m)>2g(n—1,m)+1>22" ' (m+1)-1)+1=2"(m+1) -1,

amivel a teljes indukcios bizonyitasunk készen van.

2. abra

Az (5) egyenl6tlenségben m = 1-et téve megkapjuk (1) els6 egyenlStlenségét. Ahhoz, hogy (2)-t megkapjuk, még a
kovetkezoket kell észrevenniink. Ha barmely n test6rhoz van olyan (n + 1)-edik, aki mind az n-et legyGzte, akkor
barmely (n— 1) testért legalabb (n+ 1) gy6zott le. Tegyiik fel ugyanis, hogy az A;, As, ..., A, testéroket csak a By,
Bs, ..., B, testérok gy6zték le. A feltétel szerint létezik olyan C' testér, aki a By, Bo, ..., B, mindegyikét legyGzte.
Ez nem lehet azonos semelyik A;-vel sem, hiszen A;-t mindegyik Bj legy&zte. Kell lenni olyan D testérnek is, aki az
Aq, Ay, .., Ay, és C testOroket legyGzte (2. dbra). D nem lehet azonos egyetlen Bj-vel sem, mivel D legy6zte C-t,
viszont mindegyik B; kikapott C-t6l. Masreszt D-nek meg kell egyeznie valamelyik Bj-vel, hiszen Ay, Ag, ..., A1
mindegyikét csak a By, ..., B, testérok gy6zték le. Ellentmondasra jutottunk, ami allitdsunkat igazolja. Hasonl6an
juthatunk ellentmondésra abbol a feltevésbdl, hogy az A;-ket n-nél kevesebb testér gyGzte le.

Igy tehat f(n) > g(n —1, n+1)2" ' (n + 2) — 1, ahogyan az (2)-ben szerepel.

Ahhoz, hogy az f(n) < n? - 2" = k egyenl6tlenséget igazoljuk, semmi mést nem kell tenniink, mint a k testor
kozotti k(k — 1)/2 kiizdelem eredményét ugy megvalasztanunk, hogy barmely n testort valaki legy6zzon.

S6t ezeket nem kell konkrétan megadnunk, elegendd bizonyitani, hogy a k(k — 1)/2 kiizdelem eredménye megud-
laszthato ugy, hogy barmely n testért valaki legy&zzon.

A helyzet hasonl6 ahhoz, amikor azt akarjuk bizonyitani, hogy az a1 = 1, ag = 2, apy1 = apn+an—1 (n > 2) sorozat
els6 1001 tagja kozott van ketts olyan, melyek ugyanarra a szamjegyre végzddnek. Itt is elegendd megkeresniink ezt
a kett6t, de ehelyett igazolhatjuk azt is, hogy ilyen par mindig kivdlaszthato anélkiil, hogy tudnank, mik is lesznek a
parnak az elemei.



Esetiinkben ez a kovetkezGképpen fog torténni. Megbecsiiljiik annak a val6szintségét, hogy a lovagi torna vég-
eredménye ,,jo” lesz. Ha ez a valészintiiség pozitiv, akkor készen vagyunk, a lehetetlen esemény valoszinilisége ugyanis
0.

Tegyiik fel tehat, hogy annak valoszintisége, hogy az i-edik testor legy6zi a j-ediket, i-t6l és j-t6l fiiggetleniil 1/2.
Tegyiik fel tovabba, hogy a kiizdelmek kimenetele egymastol fiiggetlen. Legyen p annak a valosziniisége, hogy tetsz6leges
n test6rhoz talalhato olyan (n+1)-edik, aki mind az n-et legyGzte. Ha most a kiizdelmek minden lehetséges kimenetele
mellett talalhaté n testor, akiket senki sem gy6zott le, akkor a fenti esemény a lehetetlen esemény, és igy p = 0. Igy
tehat megmutatjuk, hogy p # 0 vagy ami ugyanaz, hogy 1 — p < 1, akkor a testérok kozotti kiizdelmek eredménye
megudlaszthatd gy, hogy barmely n testérhiz lehessen taldlni olyan (n + 1)-ediket, aki mindegyikiket legydzte.

Legyenek By, Bo, ..., By, tetsz6leges testérok. Annak valoszintsége, hogy az A testér mindegyik B;-t legy6zi, 1/2",
hiszen mindet 1/2 valészintiséggel gy6zi le, és a kiizdelmek eredménye egymastol fiiggetlen. Igy annak valoszinisége,
hogy A nem gy6zi le mindet, 1 —1/2", és igy annak valoszintisége, hogy a Bi, Ba, ..., B,-t6l kiilonb6z6 (k —n) testér
egyike sem gyézi le By, B, ..., B, mindegyikét,

hiszen ezek még mindig fiiggetlen események. Igy akarhogyan valasztunk ki n testért, ¢ annak a valészintisége, hogy
senki sem gy6zi le mind az n-et.

k ;
A k test6r kozil n test6rt< >—fé1eképpen valaszthatunk ki. Igy annak a valészintisége, hogy van olyan n-es, akit
n

1-p< (k)-q-
n

Itt mar nem feltétleniil all fenn egyenl@ség, ugyanis az Gsszegzett események mar nem zarjak ki egyméast. Mivel

k
k
()Sk" és q<(1—i) ,
n n

az 1 — p < 1 egyenl6tlenség igazolasahoz elegendd megmutatni, hogy

k
1
(11— —) <1

ha k = n? . 2" Mindkét oldalbol n-edik gyokot vonva és k értékét behelyettesitve, a bizonyitandé egyenl6tlenség

(6) n2-2”+1[<1—2in>2nrn <1.

Ennek igazolasahoz sziikségiink lesz a kovetkez6 két egyenl&tlenségre:

k
senki sem gy6z le, legfeljebb <n> - q, azaz

k
1
(7 (1 - E) <e! és k2. 2R HL < o2

k

1\" 1

Az e = lim (1 + —) = 2,71... Az els6 az ismert | 1+ ﬁ) > e egyenlGtlenség reciproka, a méasodikat k-ra
n—o00 n —

vonatkozo teljes indukcioval kénnyen igazolhatjuk.

(7) els6 egyenlStlenségét k = 2"-re alkalmazva

1 2™ 1 2n
7’L2 . 2n+1 |: (1 _ 2_n> :| < 7’L2 . 2n+1 . 6—271 . 6271 . 6—271 =1

(7) mésodik egyenl6tlensége szerint. Ezzel (6)-t és ezzel (1) masodik egyenlGtlenségét is igazoltuk.

Az f(n) fiiggvény értékét tehat két korlat kozé sikeriilt szoritanunk. Az alabbi tablazatban n < 6-ra tiintettiik fel a
korlatok, illetve f(n) értékét. Az, hogy f(1) = 3, trivialis, az f(2) = 7 egyenlGséget az F. 2159. feladat megoldasaban
bizonyitottuk. f(3) pontos értékét E. és G. Szekeres szamitottak ki.

n 172 3 4 5 6
(n+2 " t—1[2| 7|19 ] 47 | 111 | 255
f(n) 3| 7119 7 ? ?
n? . ontl 4132|144 | 512 | 1600 | 4608




Megadtak 19 test6r kozotti 171 kiizdelem végeredményét igy, hogy barmely harom testérhoz legyen egy negyedik,
aki mindharmukat legy6zte: az i-edik testér pontosan akkor gyézze le a j-ediket, ha az i + 19 — j kifejezés 19-cel osztva
az 1,4,5,6,7,9, 11, 16 vagy 17 maradékot adja. Az olvaséra bizzuk annak ellenérzését, hogy ez valoban jo.

Az n = 4 értéktdl folfelé f(n) értéke nem ismeretes, s6t még azt sem tudjuk, hogy az sorozat korlatos-e.

on
k
Megjegyezziik, hogy a konstrukciobol f(4)-re adodo legjobb fels korlat 311 (a legkisebb olyan k, amelyre < 4>q <1

fennall), ennél jobb fels§ korlatot nem ismertink. S6t, bar tudjuk, hogy 311 testér kozotti kiizdelmek eredmeényét
meg lehet valasztani gy, hogy barmely négy testért valaki legy6zzon, eddig még senki nem adott meg ilyet. Még
annak eldontése is, hogy f(4) egyenl-e 47-tel, szinte reménytelennek latszik. A 47 testSr kozotti 1081 mérkdzeésnek
21081 ~ 1039 kiilonboz6 végeredménye lehet, és ha mindrél atlag 0,1 masodperc alatt el tudjuk dénteni, hogy jo-e vagy

4
sem (ami egyenként ( 4) = 178365 vizsgalatot jelent), akkor az utolsé esetre is tobb mint 10%%° év malva keriilne

sor. Csak gy6zziik kivarni!



