1. feladat Legyenek a, b raciondlis szamok. Bizonyitsuk be, hogy ha az
(1) az® +by* =1

egyenletnek van raciondlis x, y szdmokbdl allé megolddsa, akkor végtelen sok raciondlis szamokbol dllé megolddsa van.

A kovetkezs szemléletes meggondolas adhat Gtletet a megoldashoz: (1) egy ellipszis vagy hiperbola egyenlete, és
feltétel szerint van rajta egy raciondlis koordinataju pont. Huzzunk ezen at racionalis meredekségl egyenest. Az
ezzel vald tovabbi metszéspont megkeresése egy racionélis egyiitthatos, masodfoka egyenletre vezet, amelyiknek egyik
gyoOke raciondlis szam, tehat a mésiknak is annak kell lennie. Ennek az alapgondolatnak a keresztiilvitele a kovetkezd
megoldas.

Megoldas. Legyen zg, yo olyan raciondlis szAmpar, amelyre
(2) azf + byg = 1,
és keressiink egy olyan tovabbi x, y megoldast, amelyre teljesiil az
(3) Yy =Yo +m(z — zo)

Osszefiiggeés egy adott m racionalis szammal. Behelyettesitve ezt (1) két oldalanak a kiilonbségébe, azt (2) felhaszna-
lasaval a kovetkezSképpen alakithatjuk at:

az? 4 by — 1+ 2byom(z — x0) + bm?(z — x9)* =
= (z — zo)(a(z + o) + 2bmyo + bm*(z — x0)) =
= (z —z0)((a+ bm?*)z + 2bmyo + (a — bm?)zo).
Ennek 0-helye az els6 tényezs elttinésébsl adodo zo-on kiviil, tovabba a hozza tartozo y érték, amennyiben a+bm? # 0,

bm? —a 2bm —2am bm? —a
T = To — = To — )
bm2 +a "’ bm2+ay0’ 4 bm2 +a bm2+ay0

Az atalakitasokat forditott iranyban végezve adodik, hogy x és y kozt fennall (3), és hogy kielégitik az (1) egyenletet.

Be kell még latnunk, hogy ilyen modon végtelen sok megoldast kapunk, de ez nyilvanvalé. Legyen két kiilonboz6
raciondlis my és my értékhez tartozo megoldas (z1, y1) és (x2, y2). Ha 1 # x4, akkor két kiilonb6z6 megoldast kaptunk,
ha pedig z1 = z2, akkor (3)-bol lathato, hogy y1 # ya-

Megjegyzések. 1. Meggondolasaink akkor is helyesek, ha a és b valamelyike, pl. b = 0. Ekkor nyilvan a > 0,

és formuldink azt adjak, hogy = = —z¢, ¥y = yo — 2mzo. Ez utébbi minden raciondlis szamot felvesz értékiil, ha m
végigfut a racionélis szamokon, és esetiinkben minden ilyen szampar megoldas is (ugyanigy az Gsszes (o, y) szamparok
is).

2. Sok méas meggondolas is elvezet végtelen sok megoldas megtalalasahoz. Képezziik pl. (1) és (2) megfelels olda-
lainak a kiilonbségét:
a(z — zo)(x + 20) + b(y — yo) (¥ + yo) = 0.

Ha itt pl. b # 0, és olyan megoldast keresiink, amelyre y # —yo, akkor alkalmas ¢ racionalis szammal z —x¢ = b(y+yo)t
alakban irhat6. Ekkor y — yo = —a(z + x0)t és a kett6bdl kifejezve z-et és y-t
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Nem nehéz belatni, hogy ezek minden ¢ értékre kielégitik (1)-et, és végtelen sok szampart allitanak els, hiszen pl. egy
x értéket csak keét t érték mellett kaphatunk.

Bar az alapgondolat és a szamolas kiilonbozott a megoldasban kovetettsl, a megoldas mégsem kiilonbozik 1ényege-
sen, hiszen az (x — xg)-ra felirt Osszefiiggés az 1/bt meredekségii és az (xo, —yo) ponton — amelyik rajta van a gorbén
— atmend egyenes egyenlete.

3. Egy versenyzé észrevette az

(az® + by?) (u? + abv?) = a(zu + byv)® + blazv — yu)?
azonossagot. Ennek felhasznalasaval (2)-bél (1) végtelen sok megoldasat nyerjiik, ha taldlunk az

u? +abv? =1



egyenletnek végtelen sok racionélis szamparokbol all6 megoldésat. Ez nem nehéz az
abv? = (1 —u)(1 +u)

atalakitas alapjan. Keressiik az 1 — u tényezét vw alakban, akkor 1 + u = abv/w. A kett6bdl kifejezve u-t és v-t,
azonossagunk alapjan (1) megoldasait

ab — w? 2bw 2aw ab — w?

T = To + , = Ty —
ab + w2 ° ab—|—w2y0 Y ab + w2 ab—|—w2y0

alakban kapjuk. Ezen az uton eleve vilagos, hogy ezek (1) megoldésai, és kénnyen lathato ismeét, hogy végtelen sok
kiilonb6z6 megoldast kapunk.

Itt a meggondolasbol nem nyilvanvald, hogy minden megoldast megkaptunk, de kdnnyen lathatéd, hogy a feladat-
ra kozolt megoldasban egy tetszés szerinti m # 0 értékhez tartozod (z,y) szampart megkapunk, éspedig w = a/m
paraméterértéknél, tehat lényegében minden megoldas kiadodik.

2. feladat. Egy pdaratlan oldali konvex sokszdg csucsai ugy vannak kiszinezve, hogy a szomszédos csiucsok kilon-
b6z0 szintek. Bizonyitsuk be, hogy a sokszdg hdaromszdgekre bonthato olyan egymdst nem metszd dtlokkal, amelyeknek
végpontjai kilonbézd sziniek.

I. megoldas. Paratlan oldala sokszog csiicsainak kivant modon torténd szinezéséhez legalabb harom szin sziikséges.
Legyen ugyanis egy cstics mondjuk piros, a kovetkezs kék. Ekkor tovabb felvaltva kovetkezik piros és kék csiics, amig
egy harmadik szin fel nem 1ép. Ennek be kell kdvetkeznie, mert kiilonben paratlan szama csics esetén az utolséd csics
is piros volna, meg a vele szomszédos elsé is.

Ezutan eljarast adunk meg az atlok meghtzasara. Mikor elGszor jutunk harmadik szint cstcshoz, az az 6t megel6z6
kett6vel harom szomszédos, kiilénb6z6 szini csiics, mondjuk piros, kék és zold. Ha a kovetkezd cstics nem piros, akkor
ezt a csicsot s a zoldet 0sszekotjiik a pirossal. Ha a negyedik csics Gjra piros, de az 6t6dik nem kék, akkor a kék csicsot
kotjiik Ossze a negyedikkel és az 6tddikkel. Ha végiil a negyedik cstics piros, az 6todik kék, akkor a zold csticsot kotjiik
Ossze az els6vel és az 6todikkel. Mindhérom esetben két héromszoget vagnak le az 4tlok a sokszogrol, és visszamarad
egy kett6vel kevesebb — tehat djra paratlan oldalszamua — sokszog, amelyiknek szomszédos cstcsai kiilonbo6zé szintdek.
Igy az eljaras folytathaté. A tovabbiakban meghtizand6 atlok nem metszhetik a korabbiakat, mivel a sokszog konvex
volta miatt azok az Gjabb sokszogon kiviil haladnak vagy annak oldalai. Véges szamu 1épés utan egy haromszog marad
vissza, vagyis elérjiik, hogy a sokszog haromszogekre van osztva a feladatban kivant médon.
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Megjegyzés. Az eljarast teljes indukcids bizonyitasként is megfogalmazhattuk volna.
Tobben észrevették, hogy az oldalszam paratlan volta csak annak biztositasara kellett, hogy a cstcsok legalabb
hérom szinnel vannak szinezve. Ezt mutatja a kdvetkezé megoldas.

II. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy a feladat allitasa igaz minden olyan konvex sokszogre, amelyiknek a cstcsai
legalabb harom szinnel vannak megszinezve Ggy, hogy a szomszédos csicsok kiilonb6z6 szintek.

Ha van az 0sszes tobbit6l kiilonb6z6 szint cstcs, akkor egy ilyenbdl htizzuk meg az Gsszes atlot és kapunk egy
kivant felbontést.

Ha minden szinnel legalabb két csics van szinezve, akkor egy csticsbol elindulva nézziik az egymaés utani csicsok
szinét, mig csak harom kiilonb6z6 szin fel nem 1ép. Ekkor a harmadik szind csticsot kossiik Gssze a kettgvel elGtte
levével. Az 4tl6 kiilonbo6z6 szind csicsokat kot Ossze. Az dltala lemetszett csticesal maradt egyez6 szind a keletkezett
eggyel kevesebb oldala sokszogben, igy az ugyanannyi szinnel van szinezve, mint az eredeti, tehat legalabb hdrommal,
végiil konvex, tehat egyetlen atloja sem metszheti a mar meghtzott atlot. Ha tehat az eljarast ismételjiik, véges szamiu
lépésben eljutunk egy kivant felbontashoz. Ezzel bizonyitottuk allitasunkat.

Ha egy sokszog csticsai két szinnel vannak a kivant médon szinezve, akkor a csticsok felvaltva egyik és masik szintek,
tehat mindegyik szind csticsbol ugyanannyi van, igy a csicsok szama paros. Paratlan oldala sokszog szinezéséhez tehat
legalabb harom szinre van sziikség, arra tehat vonatkozik a bizonyitott tétel.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy hdaromszdégnek nincs tompaszoge, akkor a legnagyobb magassdg legaldbb ak-
kora, mint a koré irt kor sugardnaek és a beirt kor sugaranak az dsszege. Milyen hdromszdogek esetén dll fenn egyenldség?



I. megoldas. A legkisebb oldalra bocsatott magassig a legnagyobb, mivel az oldal és a rabocsatott magassag
szorzata a haromszog teriiletének a kétszeresét adja. Legyen az ABC haromszog legkisebb oldala vagy a legkisebbek
egyike a BC' = a oldal, a rabocsatott magassag AM = m (2. 4bra).

A haromszog A-nal levs belsé szoge nem nagyobb a masik két belsd szognél, mert a haromszogben kisebb oldallal
szemben fekvs szog kisebb.

A haromszogbe irt kor O kdzéppontja a belss szogfelezGk metszéspontja. Bocsassunk bel6le merdlegest az oldalakra
és m-re, az utébbi talppontja legyen P. Ekkor PM egyenld a beirt kor sugaraval. Azt kell tehat megmutatnunk, hogy
AP legalabb akkora, mint a haromszog koré irt kor sugara.

A koriilirt kor K kozéppontja az A-bol induld haromszogoldalak és az O-bol rajuk bocsatott merdlegesek hatarolta
négyszog pontja. Valoban, egyrészt nem lehet K az ABC haromszogon kiviil, mert a haromszdg nem tompaszogi.
Masrészt az ABO és ACO haromszog A-nal levs szoge nem nagyobb a B-nél, ill. C-nél levs szognél, igy AO vetiilete
nem kisebb, mint OB-¢, ill. OC-é a harmadik oldalon. Ez mas szoval azt jelenti, hogy az emlitett négyszog hatarahoz
tartozik az AB és AC oldal felez&pontja is; igy az ezekben emelt merélegesek metszéspontja, vagyis K is a négyszoghoz
tartozik.

Jeloljik AB felez6pontjat F-fel, O vetiiletét AB-n R-rel. A betiizés megfelels valasztasaval feltehetjiik, hogy az
AOR haromszog tartalmazza K-t. Az AKF< a haromszog koré irt kor ACB keriileti szogéhez tartozd kozépponti
sz0g fele és igy egyenls vele, ha K # F. Ekkor viszont

FAK< = MACK,

s igy AO felezi a K AM szoget is. Ez akkor is igaz, ha K = F, mert ekkor AC B< derékszog, s igy M = C.
Megallapitdasunkbol az kovetkezik, hogy a koriilirt kor AK sugardnak AO-ra vonatkozo tiikorképe AM-re esik.
Megmutatjuk még, hogy az AKO< tompaszog, ha K kiilonbozik O-t6l és R-t6l. Ebbdl kovetkezik, hogy K titkorképe
az AP szakaszra esik, tehat
AK < AP,

amint allitottuk.
Jeloljiik S-sel az AK meghosszabbitasanak metszéspontjat OR-rel, ekkor

AKO< > ASO< > ARO< = 90°,

mint a KSO, ill. ARS haromszog kiils6 szoge, és mind a két helyen csak akkor allhat egyenlGség, ha K, S és R
egybeesik. Ebben az esetben F is egybeesik ezekkel a pontokkal. Ekkor az ABC héaromszog derékszogi C-nél és
egyenld szaru. Igy K tiikorképe AO-ra P, tehat m a két korsugar osszegével egyenld.

Ha végiil K és O egybeesik, akkor a haromszog szabalyos. Ebben az esetben is nyilvan egyenl6ség all fenn.

Jegyzet. Az dbra alapjan konnyen nyerhetiink két Osszefiiggést, amelyeket a kovetkezd megoldasban felhasznalunk.



1. Az 4bran lathato jeloléseket hasznédljuk. Az ACM és az AKF' derékszogd haromszogek hasonlok, mert — mint
lattuk — C-nél, ill. K-nal levé szogiik egyenls. Ebbdl kovetkezik az oldalak ardnyéra a
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egyenléség. Mindkét oldalt megszorozva acm-mel, azt kapjuk, hogy
abc = 2amr = 4tr,

ahol t a haromszog teriiletét jelenti.
2. Fejezziik ki m2-et az ACM és ABM derékszogi haromszogbol:

m? =b> - CM?* = — (a— CM)>.

A miésodik egyenlGségbdl
2aCM = a® +b? — 2.

Az els6 egyenldséget 4a’-tel megszorozva a bal oldalon 16t keletkezik. A jobb oldalon felhasznaljuk az éppen nyert
Osszefiiggést és azutan szorzattd alakitunk:

16t = 4ab? — (a® 4+ b* — 02)2 = (2ab + a® + b* — *)(2ab — a® — b* + ¢?) =
= [(a+b)2 -l - (a—b)z} =(a+b+c)lat+tb—c)(c—a+b)(c+a—Db).
A keriilet felét s-sel jelolve, ezt igy irhatjuk:
t? = s(s —a)(s —b)(s — c).
Ez a Heron-formula néven ismert teriiletképlet.
II. megoldas. Az eddigi jeloléseket hasznaljuk, a haromszogbe irt kor sugarat g-val jeloljiik. Feltehetjiik, hogy
a<b<e.

Ekkor az m — o — r kiilonbségrél kell megmutatnunk, hogy nem negativ, és megallapitani, milyen esetekben 0. A
szerepls adatokat az oldalakkal és a teriilettel fejezziik ki. Ismeretes, hogy t = gs, igy
2t t  tb+c) (s—a)(s—b)(s—c)(b+c)

m_Q:___ = .
a s as at

Az utolso lépésben bavitettiink ¢-vel, felhasznaltuk Heron képletét (lasd a fenti 2. jegyzetet), és egyszerisitettiink s-sel.
Ebbdl levonjuk még az r = abc/4t értéket (lasd a fenti 1. jegyzetet), és bovitiink 2-vel:
A(s — _ _ _ 52
Mo = (s—a)(s—=b)(s—c)(b+c) —a?be _
4at
(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)(b+c)— 2a%be
8at '

A sz8mlalorol be kell latnunk, hogy nem lehet negativ. A kisebbitendd kozéps két tényez6jének a szorzata a®— (¢ — b)>.
A masik két tényezs szorzatanak a’-szeresébél a kivonandot is levonva a szamlalo igy alakithato tovabb, az els tagbol
levonva, a méasodikhoz hozzaadva a®(c — b)(c + b — a)-t:

(4) a?(b*+c —alb+c) — (=) (c—b)(b+c—a)=
=a’PP+c—alb+c)— (=0 —alc—=b))] +(a®+b* =) (c—b)(b+c—a) =
=2a%b(b—a) + (a® + b* — *)(c = b)(b+c —a).

Itt az oldalak nagysagrendjére tett feltevés szerint sem az els6 tag utolséd tényezGje, sem a masodik masodik tényezdje
nem lehet negativ. A masodik tag els§ tényezGje C-nél derékszogli haromszogre 0, hegyesszogli haromszogre pedig
pozitiv; ugyanis ha két haromszog két oldalparja egyenls, akkor a harmadik oldal abban a haromszogben kisebb,
amelyikben az egyenld oldalak kozti szog kisebb. A t6bbi tényez6 pozitiv. Ezzel belattuk, hogy m — o — 1 > 0.

Csak ugy lehet 0 a kifejezés, ha a (4) utolso alakjaban mind a két tag 0. Ehhez egyrészt a = b kell hogy legyen,
mésrészt vagy b = ¢, vagy a® + b? = ¢*. A legnagyobb magassag tehat a szabalyos haromszognél és az egyenld szaru
derékszogl haromszognél egyenls a haromszog koré és a haromszogbe irt kor sugaranak dsszegével.

II1. megoldas. A versenyzdk nagy része a kovetkez Osszefiiggést hasznalta fel a feladat megoldasara. A haromszog
kore irt kor kozéppontjanak az a, b, ¢ oldaltél mért tavolsagat rendre d,, dp, d.-vel jeldlve

do +dp+dc. =1+ 0.



A haromszog kétszeres teriiletét kiszamithatjuk ugy is, mint az AK B, BKC, CK A haromszogek kétszeres teriile-
tének Osszegét. Igy kapjuk a kovetkezd Gsszefiiggést:

am = 2t = ad, + bdy + cd. > a(dy + dp + d.) = a(r + o),

ahol a ismét a legkisebb oldalt, vagy a legkisebbek egyikét jeloli, s igy m a magassigok kozt eléforduld legnagyobb
érték. Itt oszthatunk a pozitiv a értékkel, és megkapjuk a kivant egyenlGtlenséget. Nyilvanvaloan egyenlGség all fenn,
ha a harom oldal egyenls, vagyis a szabalyos haromszognél. Fennallhat azonban egyenlGség tugy is, hogy valamelyik d
nulla, és a méasik kettd szorzdja egyenls. Ez valoban bekovetkezhet, mert a koriilirt kor kézéppontjan atmend oldal a kor
atmeérGje, tehat a haromszog legnagyobb oldala. Ebben az esetben a haromszog egyenls szara derékszogli haromszog.

Jegyzet. Hasonloan lathato, hogy a legkisebb magassag viszont nem nagyobb a két korsugar Osszegénél. Itt mar
csak a szabélyos haromszog esetén all fenn egyenlGség.

A felhasznalt Gsszefiiggés belathato példaul trigonometriai atalakitasok segitseégével. (Lasd pl. Erdekes matematikai
gyakorlé feladatok, IV., 126. feladat, megoldasa 139-141. old.)



