El6z6 szamunk hatso boritdjan egy sarkanygorbét lathattunk. A gorbe a kovetkez6képpen késziilt. Kiindultunk az
Ao A; szakaszbol (1. dbra), ezt A; koriil pozitiv irdnyban 90°-kal elforgattuk, kaptuk AgA; As toréttvonalat. Ezt Ay
koriil pozitiv iranyban 90°-kal elforgattuk, kaptuk az AgA; As Az torottvonalat stb. Végiil az igy kapott kacskaringos
vonalat Ag koriill még haromszor 90°-kal megforgattuk. (Elgbb a sarkokat legdmbdlyitettiik: ne legyen a sarkany olyan
szaros.) Ket dolgot kellett bizonyitanunk: 1. a gorbe sohasem metszi sajat magat, 2. a gorbe ,kitolti” az egész sikot.
Nézziik meg pontosan, mit is jelentenek ezek az allitasok.
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1. dbra

A sarkanygorbét négyzethalos papirra érdemes rajzolnunk. Ha AgA; éppen egy kis négyzet oldala, akkor a torott-
vonal minden oldala egy-egy négyzetoldal lesz. Az, hogy a gbérbe nem metszi sajat magat, azt jelenti, hogy minden
négyzetoldalon legfeljebb egyszer halad at (az Ap-bol induld masik harom aggal egyiitt), bar egy-egy racspontba kétszer
is befuthat. A sikot a gorbe ,kitolti”, ha barmely négyzetoldalon legaldbb egyszer végigmegy, feltéve, hogy gorbénkbdl
mar elég sokat megrajzoltunk. Ezeket az allitasokat fogjuk igazolni.
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2. abra

El6szor is moédositsuk a sarkdnygdrbét egy picit: ne egy kozdnséges szakaszbol induljunk bunké ki, hanem egy
,bunkos” szakaszbol, amilyen a 2. abran lathatd. Legyen az el6irds szerint elkészitett torottvonal AgAi Ao ... A;, ahol
A; a torottvonal utolsoé pontja. Ezt Ag koriil még haromszor 90°-kal elforgatjuk, kapjuk az S; gorbét. A 3. abran Ss
lathato.

3. dbra

4. dbra

Elegend§ Aallitasainkat ezekre a bunkos sarkanygorbékre igazolni, hiszen a bunkokat lehagyva megkapjuk a kozon-
séges (mas néven mezei) sarkanygorbéket. A tovabbiakban alapvets fontossagu a kovetkezd:

Ha S;-ben minden egyes bunkds szakaszt a 4. dbran ldthato két kisebb, egymdshoz derékszégben csatlakozo bunkos
szakaszra cserélink le (az irdnyitds megtartdsa mellett!), tovdbbd a kapott alakzatot 45°-kal elforgatjuk és V/2-szeresére
nyujtjuk, éppen S;;1-et kapjuk.



5. dbra

Az 5. abran lathato, mit kapunk S3-bdl a szakaszok lecserélése utén, a szaggatott vonal Ss egy agat mutatja. Az
nem teljesen vildgos elGtte, ne menjen tovabb.

Minden S; gorbére igaz a kovetkez6 harom allitas:

(1) a gorbe semelyik szakaszon sem halad 4t kétszer (vagy annal t6bbszor);

(2) minden racspontba a bunkos szakaszok vagy mind a . fejiikkel” (- csicsok) vagy mind a , talpukkal” (O-csticsok)
futnak be (lasd a 6. abrat), egy cstcsba természetesen négynél kevesebb szakasz is befuthat;

(3) az (O-cstcsok és a -csticsok a racspontokon felvaltva, sakktablaszerten helyezkednek el.

Az (1) allitas mondja ki, hogy a sarkanygorbe sohasem metszi magat, a (2) és (3) allitdsok ennek bizonyitasahoz
szitkségesek. Teljes indukciot alkalmazunk: az Sy, Sa, S3 gorbékre (1), (2) és (3) is teljesiil. Tegyiik fel, hogy S;-re
igazak. Mivel (1), (2), (3)-ban nem szerepel sem a gorbe mérete, sem elhelyezkedése, elegendd ezeket S;41 helyett arra
az alakzatra igazolnunk, melyet S;-b6l a bunkéds szakaszok lecserélésével kapunk. Jeldljik ezt T;-vel.

7. dbra

A T;-nek megfelel§ racspontok egyrészt S; racspontjai, masrészt az alapnégyzetek koézéppontjai. Lecseréléskor a
négyzetek kozéppontjaiba a kis bunkos szakaszok talpa, a négyzetek cstcsaiba azok feje mutat. Igy (2) és (3) Ti-re
biztosan teljesiil (7. abra). (1) igazolasahoz tegytiik fel, hogy OA a T; gbrbe egy szakasza, ahol O az ABC D alapnégyzet
kézéppontja (8. abra). Azt kell megmutatnunk, hogy O A-t nem kaphattuk meg kétszer is, két kiilonboz6 S;-beli szakasz
lecserélésekor. Az O A szakaszt csak az AB vagy az AD lecseréléséhez kaphattuk, azaz vagy AB vagy AD S;-hez tartozik
(lehet, hogy mindketts). Kiilonboztessiink meg két esetet: a) A (O-cstcs; b) A O-cstics. Tudjuk, hogy S;-re igaz (3),
ezért a B, C és D cstcsoknak (S;-ben) olyanoknak kell lenniiik, mint ahogyan az dbréan jeloltiik. S mivel S;-re igaz (2)
is, azért az AB-n, illetve AD-n a bunko (feltéve, hogy AB, ill. AD az S;-hez tartozik) csak a jelolt helyen allhat. Az
a) esetben OA-t kizardlag AB, a b) esetben kizarolag AD lecserélésével kaphatjuk meg. Evvel (1)-et is bizonyitottuk.




8. dbra

9. dbra

Osszefoglalva: igazoltuk, hogy a sdrkdinygorbe sohasem metszi sajit magdt. Hatra van még az, hogy a gorbe kitolti
a sikot. Ehhez megjegyezziik, hogy ha ugyanabbol a szakaszbdl kiindulva elkészitjiik S;-t és S;y1-et, akkor S; része
Sit1-nek: ha a sarkdnygorbe valamit elfoglalt, azt mar soha el nem engedi. Igy azt kell bizonyitani, hogy ha AgA; éppen
egy kis négyzet oldala, akkor barmely négyzetoldal valamelyik S;-ben (és akkor az Gsszes késGbbiben is) benne lesz.
Ezt az el6z6hoz hasonldéan tessziik. Figyeljiik meg, hogy ha S;-ben minden bunkoés szakaszt a 9. 4bran lathaté vonallal
helyettesitiink, majd a kapott alakzatot négyszeresére nyujtjuk, S; 4-et kapjuk. Igy példaul a 10. abran S5,y = Sy
lathato (bunkok nélkiil).

10. dbra



11. dbra

S7-ben kilenc, S3-mal egybevago részsarkany is van (szaggatott vonallal elkeritve). Ezek mindegyikéb6l S744 = S11-ben
egy-egy S7 sarkany lesz, és azokban 0jbol 9-9 S5 részsarkany, osszesen 81 (11. abra). S ha most olyan szerencsénk van,
hogy az S7 részsarkanyok kilogo ,,fejei” éppen kitoltik a koztes részt, azaz ott Gjabb S35 részsarkanyok keletkeznek, akkor
készen is vagyunk: S7-ben 3 x 3 szomszédos S3 van, Syi-ben pedig mar 11 x 11. Si5-ben ezek mindegyikébdl kilenc S
keletkezik, de a kozottiik levs részek is kitoltddnek (ugyantgy, mint S11 esetében), azaz itt mar egy oldalon 3-11410 =
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43 szomszédos Ss talalhato. Altalaban Sy;_1-ben taldlhato szomszédos S3 részsarkanyok szama <T , ami

2k—1
példaul azt is jelenti, hogy az Ay koriili AgA; - 2T sugaru korbe esé minden alapnégyzet oldala az Sy,_1 gérbéhez
tartozik.
A bizonyitas befejezéséhez mar csak szerencsénket kell ellenérizniink. A 12. dbran négy, sarkosan all6 S; sarkany
fejeit rajzoltuk le. Ezek jol lathatéan minden helyet elfoglalnak.
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12. dbra



