II. rész

Az el6z6 részben ismertettiink néhany feladatot a linearis programozas korébdl. Tovabba vazoltuk a Dantzig-féle
megoldasi modszert. Most a szendvicses példa (lasd L. rész 147. oldal) megoldasat mutatjuk be. Az eredeti feladat négy
egyenlGtlenséges feltételéhez segédvdltozokat vezetiink be ugy, hogy a négy feltétel mindegyikében egyenl@ség alljon
fenn. Az aj feladat a kdvetkezd:

maximalizalandé (r1+ 2 +0-23 +0- 24 +0- 25 +0 - ),
feltéve, hogy 201+ x9  +x3 = 50,
(6) 2x1+ 32 414 = &0,
3z +xs5 = 60,
219 +x¢ = 40,
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E feladatnak nyilvan akkor és csak akkor van megengedett megoldésa és véges optimuma, ha az eredeti feladatnak, és
az optimumeértékek (a célfiiggvények értékei az optimalis megoldasokon) egyenldk. Segédvaltozoinknak , fizikai” jelentést
is tulajdonithatunk. Ezek megadjik a megmaradé vaj, sonka, franciasalata és sajt mennyiségét. Segédvaltozoink még
abban is segitenek benniinket, hogy maéris van egy kifejezett valtozo rendszeriink.

A (6) feladatot elébb az (5) feladatnak megfelels alakra hozzuk:

maximalizaland6 0 —( —z1— 22 +0-234+0-24 +0- 25 +0- 26 ) = 2,
feltéve, hogy 50 — ( 21+ =y +w3 ) =0,
(7) 80 — (2z1+ 3xo +x4 ) =0,
60 — (321 +5 ) =0,
40 — ( 2o +z6 ) =0,

331207 I2207 ‘r3205 $4ZO, I5205 ‘IGZO

Az ehhez tartozo tébla, majd a megoldéasi modszer alkalmazésa révén adodo tovabbi tablak a kovetkezdk:

T To x3 T4 x5 Z6
z 0 —1 -1 0 0 0 0
z3 | 50 2 1 1 0 0 0
x4 | 80 2 3 0 1 0 0
x5 | 60 0 0 0 1 0
ze | 40 0 2 0 0 0 1
1. tabla
T To T3 T4 x5 Te
z [20] 0 -1 0 0 1/3 0
x3 | 10 0 1 0 —2/3 0
x4 | 40 0 3 0 1 —2/3 0
a1 [ 20 ] 1 0 0 0 1/3 0
ze | 40 0 2 0 0 0 1

2. tabla



1 T2 T3 T4 Ts L6

z 30 0 0 1 0 -1/3 0
zo | 10 0 1 1 0 -2/3 0
w100 0 0 -3 1 0
a1 |20 1 0 0 o0 1/3 0
zg | 20 0 0 -2 0 4/3 1
3. tabla
X1 T2 X3 X4 T5 Te
: 1 65/2] 0 0 1/4 14 0 0
xo | 15 0 1 —1/2 1/2 0 0
w5 | 15/2 ] 0 0 —9/4 3/4 1 0
e | 35/2] 1 0 3/4 —1/4 0 0
ze | 10 0 0 1 —1 0 1
4. tabla

Az optimalis megoldas a kovetkezs: x1 = 17.5, z9 = 15, 3 = 0, x4 = 0, x5 = 7.5, zg = 10. Eszerint a vajat és a
sonkat teljesen felhasznaljuk, franciasalatabol marad 7.5 dkg, sajtbol pedig 10 dkg.

Vegyiik észre, hogy az egymaést kovets tablak tetején mindig az Osszes valtozé szerepel ugyanabban a sorrendben,
mig a bal oldalon a bejovs valtoz6é mindig a kimend valtozoé helyére keriil, a tobbi valtoz6 azonban helyben marad.

A lezikogrifikus modszer

Az el6z6 szakaszban targyalt megoldasi modszer esetében nincs garancidnk arra, hogy véges sok lépéssel eljutunk
az 1. vagy a 2. tételnek megfelel allapothoz. Ismeretesek olyan példak, melyekben néhany 1épés utan visszajutunk
ugyanazokhoz a bézisvaltozokhoz, amelyekbdl kiindultunk. Azt mondjuk, hogy ekkor az eljaras ciklizal. A késébbiekben
ismertetni fogjuk Beale [1] példajat, amely megmutatja, hogy a ciklizalas lehetséges, el6bb azonban a ciklizalas elke-
riilésére vonatkozo modszert targyaljuk. Mint a bevezetGben emlitettiik, a modszer lényegében Charnes-tol szarmazik,
am annak egy elegansabb valtozata.

A ciklizalasra akkor keriilhet sor, amikor a kimend valtozdé meghatarozésa nem egyértelmi, mert a megalkotott
hényadosok minimuma tobb sor esetében is fellép. Ilyen esetben a kovetkezs tablaban a bal oldalon &llé oszlopban
legalabb egy zérus keletkezik. Az ezt kovetd tablaban a bal fels§ sarokban allo elem biztosan valtozatlan marad és ha
ez sorozatosan el6fordul, fennall a ciklizalas veszélye.

Miel6tt a modszert ismertetnénk, bevezetjilk a lezikogrifikusan pozitiv (L-pozitiv) rendezett szam n-es fogalmat.
Minthogy n értéke a targyalas soran mindig ismert lesz és a rendezett szam n-eseink egymaés mellé egy sorban elhelyezett
szamokbol allnak majd, elég lesz egyszertien csak L-pozitiv sorokrol beszélni. Egy sort akkor neveziink L-pozitivnak,
ha az elemek kozott van zérustol kiilonb6zd, és balrél jobbra haladva az elsé nem zérus elem pozitiv. Ilyen pl. az alabbi,
0t elembdl alkotott sor:

(0, 0, 2, —10, 0),

viszont nem ilyen az alabbi:
(-2, 100, 0, 1, 4).

Ha keét egyenls szamu elembdl alkotott sor esetében az els6b6l a masodikat elemenként levonva L-pozitiv sort kapunk,
akkor azt mondjuk, hogy az els6 lexikografikusan nagyobb, mint a masodik. Példaul a

(_27 37 15 45 5)

sor lexikografikusan nagyobb, mint az alabbi
(_27 25 85 55 _4)7

ugyanis az elemenként vett kiilonbség a
0,1, -7, -1,9)

L-pozitiv sort eredményezi.



Egy kifejezett alaku linearis programozési feladathoz tartozo tablat lexikogréafikusan pozitivnak (L-pozitivnak)
neveziink, ha annak masodik és ez alatti dsszes tobbi sora L-pozitiv. Ebben a cikkben az eddig felirt valamennyi tabla
L-pozitiv.

A ciklizalas elkeriilésére vonatkozo un. lexikogrdfikus szabdly (L-szabdly) a bejovs valtozo ismeretében mindig egy-
értelmiien dont a bal széls6 kimend valtozo fel6l. A bejovs valtozora vonatkozo szabaly valtozatlan, tetszés szerint
valaszthatunk egy negativ elemet a fels6 sorban, a bal széls§ elemtdl eltekintve. A kivalasztott elemnek megfelels
valtozo bejon. Ezutan a tablaban a most kivalasztott elem alatti pozitiv (zérus nem lehet!) elemekkel rendre elosztjuk
azokat a sorokat, amelyekben ezek a pozitiv elemek allnak (vigyazzunk, a teljes sorokat kell osztani, a bal széls6 elemek
most nem hagyhatok el!), majd vessziik az igy kapott sorok koziil azt, amelyik a lexikografikusan legkisebb. Az ennek
a sornak megfelels valtozo fog kimenni, ebben all az L-szabély.

Az L-szaballyal kapcsolatban megemlitjiik, hogy véges sok kiilonb6z6, de ugyanannyi elembdl 4116 sor kozott mindig
van egy és csakis egy lexikografikusan legkisebb, ami azt jelenti, hogy ezt a tovabbiak akirmelyikébsl elemenként
levonva, mindig L-pozitiv sort kapunk. Ennek az éllitasnak a belatasat az olvasora bizzuk. A mi vizsgalatainkban
csakis olyan tabla fordul els, amelynek a masodik és ez alatti sorai paronként nem aranyosak, ugyanis ha z; kifejezett
valtozo, akkor abban a sorban, amely x; mellett van, taldlhato egy 1-es olyan helyen, hogy annak oszlopaban minden
egyéb elem zérussal egyenld.

Az L-szabaly alkalmazasakor megkivanjuk, hogy L-pozitiv tablabol induljunk ki. Ez kénnyen elérhets, ha valto-
zo6inkat atszdmozzuk oly moédon, hogy a bazisvaltozok az els6k legyenek, tehat m szamu bazisvaltozo esetén éppen
1, ..., Tm legyenek azok. Ez esetben ugyanis a bal oldalon a bazisvaltozok melletti szamok koziil ha egyesek zérussal
egyenldk is, soraikban az els6 nem zérus elem (+1)-gyel lesz egyenld, tehat a tabla L-pozitiv lesz.

Koénnyen belathatd, hogy ha L-pozitiv tablabodl indulunk ki és a kimend valtoz6 meghatarozasara mindig az L-
szabéalyt alkalmazzuk, akkor minden tovabbi tabla L-pozitiv lesz, a legfelsd sor pedig alland6an lexikografikusan névek-
szik. Ezt nemsokara Beale példadjan szemléltetjiik, ahonnan az &allitas altalanos érvénye vilagosan latszik majd. Most
csupén leszogezziik, hogy a legfelsé sor allandé L-novekedése miatt egyetlen bazisvaltozo-rendszer sem térhet vissza
(mert akkor a legfels6 sor is visszatérne, am egy sor nem lehet egyenls egy nala lexikografikusan nagyobb sorral),
ahonnan kovetkezik, hogy véges sok lépés utan az eljaras véget ér, vagy az 1., vagy a 2. tételnek megfelels allapot
elérésével. Ezt az eredményt tételszeriien is megfogalmazzuk az alabbi modon:

3. tétel. A lexikografikus modszer véges sok lépéssel véget ér.

Most pedig bemutatjuk Beale példajat. ElSbb a lexikografikus médszert alkalmazzuk, hogy lassunk erre vonatkozo
példat. Azutan pedig megmutatjuk, hogy az eljaras ciklizalhat, amennyiben csupédn az el6z6 szakaszban ismertetett
modszert alkalmazzuk. A linearis programozasi feladat (az altalunk megkivant alakban) a kovetkezs:

maximalizaland6 0—(0-z1+ 0- 22 +0- x5 —3/4xs +2025 —1/226 +627) = 2,
feltéve, hogy 0— (x4 +1/4z4 —8zs —z¢ +927) =0,
0—( T +1/2x4 —1225 —1/2x6 +3x7) =0
1—( T3 +z6 ) =0,

1 2>0, 22>0, ©3>0, 24 >0, 5 >0, 6 >0, 7 > 0.

Az ehhez a feladathoz tartozo tabla a kovetkezs:

T T2 T3 T4 Is Te Ty

| 0] 0 0 0 =34 20 -1/2 6

1 0 1 0 1/4 -8 -1 9

To 0 0 1 0 -12 -1/2 3

T3 1 0 0 1 0 0 1 0
1. tabla

A felsG sorban (—3/4)-et kivalasztva, alatta két helyen taladlunk pozitiv szamot, ezek: 1/4 és 1/2. Azt a sort,
amelyikben 1/4 all, végigosztjuk 1/4-del, azt a sort pedig, amelyikben 1/2 all, végigosztjuk 1/2-del. Ilyenformén az
alabbi sorokat kapjuk:

(0,4, 0,0, 1, —32, —4, 36),
(8) (0,0,2,0,1, —24, —1, 6).
Minthogy a két sor koziil az alsé lexikografikusan kisebb, ezért x5 megy ki. Helyébe x4 jon be.

Lassuk most egy kicsit részletesebben, hogy miért novekszik a felsé sor lexikografikusan és miért lesz L-pozitiv az
4j tabla? Az uj felsS sort ugy kapjuk meg, hogy a mostani fels6 sorbdl levonjuk xo soranak a (—3/4)/(1/2) szammal



elemenként vett szorzatat, azaz hozzaadjuk a fels6 sorhoz x5 soranak 3/2-szeresét. Minthogy xo sora L-pozitiv, ebbdl
azonnal adodik, hogy a felss sort ezaltal lexikografikusan megnoveltiik.

A lexikografikus novekedés abbol adodik, hogy a negativ —3/4 all a felss sorban a sarokelem felett. Ha a sarokelem
oszlopaban mashol negativ szam allna, akkor az 4j tablaban ugyanezen megfontolas alapjin a megfelel sor lexikog-
rafikusan megndéne, tehat az 4j tabldban ez a sor L-pozitiv maradna. Ez az eset most nem fordul eld, csak a teljesség
kedveéért emlitjiik.

Ha a sarokelem oszlopdban valamelyik szadm 0, akkor az a sor, amelyikben ez a 0 &all, nem valtozik. Eszerint ez a
sor is L-pozitiv marad. Esetlinkben ilyen az x3 valtozé sora.

Az 1j tablazatban x4 sora oly modon kaphatd meg a régi tablabeli xo-h6z tartozo sorbol, hogy ezt 1/2-vel végig-
osztjuk. Az 0j sor tehat L-pozitiv.

Végiil ami z; sorat illeti az Gj tablaban, ez éppen az L-szabaly alkalmazasa miatt lesz L-pozitiv. Ugyanis x; 4]
sora egyenl$ az alabbival:

0’
07

0, 1/4, =8, —1,9)—
0, 1/2, =12, —1/2, 3) =
0, 1/4, -8, —1,9)—
0, 1/2, —12, —1/2, 3),

0, 1,
(1/4)/(1/2) (

—(1/2)

=)

3

0,

1, 0,
0, 1,
(0, 1,0,
(0,0, 1,
ez pedig L-pozitiv, minthogy (8)-ban a felsé és az also sor kiilonbsége L-pozitiv. (Amikor valamely sor zarojele elé egy
szamot irunk, ez azt jelenti, hogy a sor minden eleme ezzel a szdmmal végigszorzandoé.) Ezek utan a méasik tabla a

kovetkezd:

T To T3 Ty x5 Z6 Z7
z 0 0 3/2 0 0 2 —5/4 21/2
€1 0 1 —1/2 0 0 -2 —3/4 15/2
Xy 0 2 0 1 -24 -1 6
x| 1|0 0 1 0 0 [0 0
2. tabla

Vegyiik észre, hogy a felsé sor lexikografikusan nagyobb, mint az 1. tabla fels6 sora. A 2. tablaban az L-szabaly nem
jut szerephez, mert egyediil ¢ johet be és egyediil x3 mehet ki. A harmadik és egyben optimélis megoldast szolgaltatd
tabla igy alakul:

T Ty T3 T4 x5 Ze Z7
z 5/4 0 3/2 5/4 0 2 0 21/2
T 3/4 1 —1/2 3/4 0 -2 0 15/2
zq | 1 0 2 1 1 —24 0 6
ze | 1 0 0 1 0 0 1 0
3. tabla

Az optimaélis megoldas tehat a kovetkezs: z1 = 3/4, 20 = 0,23 =0, 24 =1, 25 =0, 26 = 1, 7 = 0.
A ciklizalas lehetGségét az alabbi tablak sorozata mutatja:

T T2 T3 T4 Ts Te L7

| 0] 0 0o 0 -3/4 2 -1/2 6

| 0 | 0 1 0 /2 —-12 -1/2 3
3 1 0 1 0 0 1 0

1. tabla



€1 T2 X3 X4 Ts Te 7
z 3 0 0 0 —4 —7/2 33
T4 4 0 1 -32 —4 36
T2 —2 1 0 0 @ 3/2 —15
T3 0 1 0 0 1 0
2. tabla
Tr1 T2 X3 Xy Ts Ze Z7
z 1 1 0 0 0 —2 18
T4 —12 8 0 1 @ —84
Ts5 —1/2 1/4 0 0 1 3/8 —15/4
T3 0 0 0 0 1 0
3. tabla
T To T3 T4 x5 Ze6 Z7
z 0 -2 3 0 1/4 0 0 -3
Tg 0 —3/2 1 0 1/8 0 1 —21/2
Ts 1/16 —1/8 0 —3/64 1 0 3/16
T3 1 3/2 -1 1 —1/8 0 0 21/2
4. tabla
T To T3 X4 x5 T6 X7
z -1 1 0 —1/2 16 0 0
Tg @ —6 0 —5/2 56 1 0
T7 1/3 —2/3 0 —1/4 16/3 0 1
T3 —2 6 1 5/2 —56 0 0
5. tabla
T To T3 X4 x5 Ze Z7
z 0 -2 0 —7/4 44 1/2 0
T 1 -3 0 —5/4 28 1/2 0
Ty 0 0 1/6 —4 —1/6 1
T3 0 0 1 0 0 1 0

6. tabla




T T2 T3 T4 Ts Te X7

| o]0 0o 0 =34 2 -1/2 6

x| 0] 1 0o o0 1/4 -8 -1 9
x| 0] 0 1 0o 1/2 -12 -1/2 3
zs| 1| 0 0 1 0 0 1 0

7. tabla

Nemrég napvilagot latott egy aj szabaly a ciklizalas elkeriilésére, az angol Bland [2] dolgozatéaban. Eszerint ciklizalas
akkor sem fordul elg, ha mind a bejévs, mind a kimend valtozot az arra alkalmasak koziil ugy valasztjuk, hogy indexiik
a lehetd legkisebb legyen. Bland targyalasmoédjat nem ismertetjiik, mert egyrészt bonyolultabb a miénknél, masrészt
tovabbi elGismereteket tételez fel

Indulo bdzisvadltozok keresése

A szendvicskészités példajaban konnytd volt indul6d bézisvaltozokat taldlni. A bevezetett segédvaltozok megfeleltek
e célra. Nem mindig van ilyen kénnytd dolgunk. Ha a (6) feladatban a jobb oldalon akar csak egy szam is negativ volna,
maéris bajban volnank, hiszen kikotottiik, hogy a nem bazisvaltozokat zérussal egyenlévé téve, a bazisvaltozok szamara
adodo értékek nemnegativak legyenek.

Az induld bazisvaltozok keresésének altalanos modszere az un. kétfazisi modszer. Olyan feladatbol indulunk ki,
amelyben a valtozok nemnegativitési feltételein kiviil minden tovabbi feltétel egyenlséges. Ilyen pl. az alabbi feladat:

maximalizalandé (z1 + 3z + 4x3 + 5x4)
feltéve, hogy T, + 229 +3x3+224 =7
(9) 4x1 + 622 + 223 + x4 = 10,

120, 2220, 23>0, x4 >0.

A kétfazisa modszer elsd fazisiban onkényesen bevezetiink minden egyenlGséges feltételhez a bal oldalon egy to-
vabbi valtozot, ezeket mesterséges vdltozoknak nevezziik. Ezutan el6irjuk, hogy ezek is nemnegativak legyenek és
megfogalmazzuk azt a feladatot, amely a mesterséges valtozok Gsszegének minimalizalasaban all, vagy ami ugyanaz,
maximalizalando a mesterséges valtozok Osszegének (—1)-szerese. A fenti feladat esetében ily modon a kovetkezskre
jutunk:

maximalizalando (—x5 — x6),
feltéve, hogy r1 4 2x9 + 323 + 234 + T5 =7
(10) 4y + 629 + 223 + T4 + x¢ = 10,

fElZOa xQZOa I3207 I4205 $5ZO, Iﬁzov

ahol =5 és xg a mesterséges valtozok. E feladat megoldésa:

T i) T3 T4 Is Te

5 7 1 2
T6 10 4 6] 2 1 0 1

1. tabla

Z1 ] x3 T4 T Z6

z | -11/3 | 1/3 0 -7/3 —5/3 0  4/3

x5 | 11/3 | —=1/3 0 5/3 1 —1/3
o 5/3 | 2/3 1 1/3 1/6 0  1/6




2. tabla

T T2 I3 T4 Ts L6

z 0 0 0 0 0 1 1

xs | 117 | =17 0 1 5/7  3)7 —1/7
zo | 87 5/7 1 0 —1/14 —1/7  3/14

3. tabla

Optimalis megoldashoz és egyben 1j bazisvaltozokhoz érkeztiink. A 3. tabla alapjan a feladat egyenlGséges feltéte-
leinek 1j, a korabbiakhoz egyenértéki alakja a kovetkezs:

11/7—(=1/7 2 a3 +5/Txs+3/Tx5 —1/T26) =0,
=0.

(11)
Ha itt =5 és xg helyébe zérot helyettesitiink, akkor a (9) feladat egyenldséges feltételével egyenértéki feltételeket
kapunk, melyek kifejezettek az xo, xs valtozokra nézve. Ezzel az els6 fazis véget ér, kovetkezik a mdsodik fazis. Ez
abban all, hogy a (11) feltételekbdl ily modon nyert feltételekhez hozzavesszitk a nemnegativitasi feltételeket, tovabba
az eredeti célfiiggvényt, és megoldjuk a feladatot. A mésodik fazis feladatanak alakja tehéat:

maximalizalando 68/7—( 4/7x1 40 22 +0-23 —33/14x4 ) = 2
feltéve, hogy 11/7—(=1/724 +x3  +5/7x4) =0,
8/7—( 5/7ZE1 “+x2 —1/14I4):0,

120,20 20,23 20,24 >20.

A miésodik fazis egy lépésben befejezddik, az optimalis megoldas:
T = O, To = 13/10, I3 = 0, Ty = 11/5

Az eredeti valtozokat a mesterséges valtozokkal szemben , fizikai vdltozoknak” is szokas nevezni.

A kétfazist modszerrel kapcesolatban még a kévetkezsket fontos tudni.

Ha az els6 fazis befejez6dik és az optimumérték 0-tol kiilonbozoének adodik, akkor ez azt jelenti, hogy az eredeti
feladatnak nincs megengedett megoldéasa.

Ha az els6 fazis végén az optimumeérték 0-val egyenld, de marad mesterséges valtozo a bazisvaltozok kdzott, akkor
az utolsé tablaban a bal oldali oszlopban a mesterséges valtozok melletti szamok sziikségszerden O-val egyenldk.
Ilyenkor el6szor is a bazison kiviili mesterséges véiltozokat a feladatbol egyszeritien elhagyjuk. A béazisban bennmaradt
mesterséges valtozokat pedig megprobaljuk egymaés utan fizikai valtozokra kicserélni. A csere utan ezeket a mesterséges
valtozokat is egyszerien elhagyjuk majd. Ha pl. az els6 fazis végén a bazison kiviili zg, x7, xs mesterséges valtozok
elhagyasa utédn az alabbi feltételekre jutottunk:

2x1 +3x9 +x3 =0,
—x1 +5x2 +x4 =38,
41 —9x9 +xs5 =9,

T —4$2 —I—{Eg = O,

ahol zg a bazisban bennmaradt mesterséges valtozo, akkor a legalso sor segitségével eliminaljuk pl. z1-et a felsé harom
sorbol. Ezaltal zg kimegy a bazisbol, 1 pedig bejon. Ilyen csere csak akkor nem volna lehetséges, ha az utolsé sorban x;
és xo egyiitthatoi zéroval lennének egyenlk. Képzeljiik el, hogy ez kovetkezett be. Ekkor azt a konzekvenciat vonjuk le,
hogy az eredeti, mesterséges valtozokkal még el nem latott feladatban az utolso feltétel az elsé harom feltétel alkalmas
konstansszorosainak dsszegekeént all els, vagyis az utolso feltétel felesleges. Altalaban, ha az x, mesterséges valtozé nem
tavolithato el a bazisbol egy fizikai valtozo behozatalaval, akkor az eredeti feladatban felesleges az a feltétel, amelyhez
az r.-et vezettiik be. Az els6 fazis végén tehat a felesleges egyenlGségeket is felfedezziik.



