1. rész
Bevezetés

A linearis programozas megalkotdsa a szovjet Kantorovics [9], tovabba két amerikai: Dantzig [5] és Koopmans [10]
nevéhez flizédik. Kantorovics és Koopmans 1975-ben Nobel-dijat, Dantzig pedig 1976-ban az Amerikai Egyesiilt Alla-
mokban allami dijat kapott a linearis programozas felfedezéséért és az ezzel kapcsolatos tovabbi alapvet6 tudomanyos
eredményekértﬂ

A linearis programozas jellegét illetGen sokféle vélemény alakult ki a keletkezése utani években, és a vele megis-
merkedni szandékozok ma is felteszik a kérdést: mi is ez tulajdonképpen? Talan geometria, algebra, kombinatorika,
numerikus modszer, fliggvénytan vagy szamitastechnika? Sok jele van annak, hogy kezdetben elsGsorban geometriai
jellegii tudomanynak tartottak. Mieltt Kantorovics [9] konyve 1939-ben megjelent, 1938-ban vitat rendeztek Lenin-
gradban és geométereket kértek fel birdloknak. Dantzig [6] konyvének 24. oldalan ezt irja: ,,A konvex poliéder csucsain
valé haladas (mely egyébként a szimplex modszer alapja) gondolatat elGszor elvetettiik, mert intuitiv alapon ineffek-
tivnek latszott. Egy mésik geometridban hatékonynak tiint, ezért szerencsére kiprobéltuk és elfogadtuk”.

A kovetkezd szakasz szendvicskészitésrdl szolo példajaban latni fogjuk, hogy ha a feltételeknek megfelels egyenlGt-
lenségeket abrézoljuk a koordinatarendszerben, a sik azon pontjainak 0sszessége, amelyek eleget tesznek a feltételeknek,
azaz az Un. megengedett megoldéasok egy konvex sokszoget alkotnak, és hogy optimalis megoldas mindig taldlhaté e
sokszog cstcsai kozott. E tények valoban azt sejtetik, hogy a geometridnak nagy szerep jut a linearis programozasban.

Késgbb, amikor el6térbe keriilt a lineéris programozasi feladat megoldasi modszerének végességi kérdése, kitint,
hogy erre a geometriai jellegii megfontolasok mar nem alkalmasak és a kombinatorikai jellegi gondolatok keriiltek
el6térbe. Arrol van szo ugyanis, hogy — amint ezt késébb latni fogjuk — a megoldasi mddszer soran egyik tablarol B a
mésikra megyiink, bizonyos szabalyok betartasaval, és arra toreksziink, hogy a véges sok lehetséges tabla kozott egy
szamunkra alkalmasat talaljunk. Ez pedig kombinatorikai jellegii gondolkodasmoédot igényel, noha nem tamaszkodunk
meglevd kombinatorikai eredményekre. Az els6 végességi bizonyitast Charnes adta 1952-ben [3] cikkében, mely egy
évvel késgbb a [4] kdnyvben is megjelent. Egy tovabbi végességi bizonyitast tartalmaz Dantzig, Orden és Wolfe 1955-
ben megjelent 7] dolgozata. Az utébbinak egy elegansabb valtozata taldlhaté Gale 1960-ban megjelent [8] kdnyvében,
tovabba a szerzd [11] konyvében és [12] dolgozataban.

E két utobb emlitett md targyalasmodja mell6z minden megszoritast és egyben elemi, csak igen egyszerd linearis
algebrai fogéasokat alkalmaz. A mostani cikkbe ezt épitjiikk be ugy, hogy semmilyen matematikai elGismeretet nem
tételeziink fel.

Az angliai linearis programozasi iskola Beale [1] és a magyar szarmazasi Vajda [13] munkassaga révén kifejlesztett
egy ,,valtozécentrikus”, fliggvénytani jellegd targyalasmodot. Ennek ma is sok hive van, legutébb az 1976-ban Budapes-
ten tartott IX. Nemzetkdzi Matematikai Programozasi Sziimpozion oktatasi szekcidjaban van de Panne kardoskodott
mellette. Ebben a cikkben elfogadjuk ugyan a valtozécentrikus targyalést, &m Gsszehézasitjuk a kombinatorikai tar-
gyalassal.

Minthogy a gyakorlatban eléforduld linearis programozasi feladatok altalaban nagy meéretiiek, a ,hagyoményos”
numerikus modszerek nagy szerepet jatszanak a tényleges megoldasi modszer kialakitdsa sordn. Ennek szamitogépes
programjat is meg kell alkotni, értheté tehat, hogy sokan a linearis programozasi feladat megoldasat elsGsorban a
numerikus modszerek kozé tartozonak, illetve szamitastechnikai jellegtinek tekintik.

A linearis programozas tehat, mint minden alkalmazott matematikai tudomany, sokarct. Am a bevezetd jellegt
oktatasban le kell egyszertisiteni a dolgokat. Ennek sikeriilt megtalalni egy olyan lehet&ségét, amely nem nélkiilozi a
matematikai egzaktsagot. Kis méreti feladatokkal dolgozunk, ezért nincs sziikségiink a kerekitési hibakra, az informé-
ciotarolas és a miveletszam minimalizaladsara figyelG specidlis eljarasok beépitésére. Megmutatjuk, hogy egy alkalmas
szabaly betartasaval véges sok 1épésben el tudunk jutni egy optimaélis megoldashoz.

A linedris programozds feladata

Lineéris egyenlGtlenségekbdl és linearis egyenldségekbdl allo feltételeknek eleget tevs zq, ..., =, rendezett szam
n-esek koziil ki kell valasztanunk olyan rendezett szdm n-est, melyre egy el6irt linearis (elsé foku) fiiggvény a lehets
legnagyobb, illetve a lehetd legkisebb értékét veszi fel. Elsfordulhat, hogy feltételeink ellentmondésosak, tovabba az is,
hogy van ugyan a feltételeknek eleget tevd rendezett szdm n-es, &m nincs véges nagysagua szélséérték. E két esetben a
gyakorlati feladatot rosszul fogalmaztuk meg. Ez a tény az esetek nagy részében nem donthets el ranézéssel, hanem
csak a megoldéasi modszer alkalmazédsa sordn tinik ki. Ezért a feltételek OsszeférhetGségének és a véges szélsGérték
létezésének az eldontését is a linearis programozas feladatahoz soroljuk.

Néhany, linedris programozdsra vezetd gyakorlati feladat

A lineéris programozéast igen széles korben alkalmazhatjuk. E néhény példa bemutatasaval csupan izelitét adunk
azokbol. Az olvaso tetszésére bizzuk, hogy ezek koziil melyeket tanulmanyozza at. A legelss, szendvicskészitéssel

LA Bevezetés tovabbi részeit az utolsé bekezdés kivételével az olvaso elhagyhatja, ez nem akadalyozza a megértést.
2Tabla helyett hasznaljak a tablazat szot is.



kapcsolatos feladat az egyetlen, amely nem hagyhaté el, ugyanis ezen illusztraljuk a linearis programozas grafikus
és algoritmikus megoldasi modszereit. Az egyes feladatok megoldasait is kozoljiik; ezeket az olvasod a késGbbiekben
ismertetends modszerrel maga is kiszamithatja. A szénelosztas feladata esetében azonban ezt a médszert nem ajanljuk,
erre a specialis feladatra gyorsabb moédszer is van, amellyel ebben a cikkben nem foglalkozunk.

Szendvicskészités. Egy tarsasagi Osszejovetelre szendvicseket készitiink, mégpedig két fajtat. Ezek egy-egy darabja
az alabbi Osszetételt:

L fajta II. fajta
2 dkg vaj 1 dkg vaj
2 dkg sonka 3 dkg sonka
3 dkg franciasalata 2 dkg sajt
1 szelet kenyér 1 szelet kenyér

Kenyér van otthon béven, &m a tovabbi Osszetev6k mennyisége mar korlatozott. Rendelkezésiinkre all:

50 dkg vaj

80 dkg sonka

60 dkg franciasalata
40 dkg sajt

A célunk az, hogy a lehets legtobb szendvicset készitsiik. Ha x1, ill. 24 jeloli az egyes szendvicsfajtakbol készitendd
mennyiséget, akkor feladatunk a kévetkezo:

maximalizilando (x1 + x2),
feltéve, hogy 2x1 + w2 < 50,
2z + 3x2 < 80,
31, < 60,
2I2 S 40,

1 20, z2 > 0.

A feladat megoldésat grafikusan a kovetkez6 modon végezhetjiik el. Az 1. dbran a vonalkazott sokszog jelenti a sik
azon pontjainak Osszességét, amelyek eleget tesznek a feladat feltételeinek. Ezek koziil a legnagyobb x1 + x4 Gsszeget
szolgaltato pontot a kovetkezd mddon valaszthatjuk ki: egy egyenlészari derékszogi haromszog alakd vonalzot végig-
csusztatunk egy mésik vonalzén, mely az x; tengellyel egybeesik — a 2. dbranak megfelel6 médon —, majd megallunk
akkor, amikor a vonalzé atlojanak és a vonalkidzott sokszognek még van kozds pontja, de a vonalzd akirmilyen kis
tovabbhaladasa esetén ilyen kézos pont mar nincs.
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Esetiinkben ez az eljaras egyetlen pontot eredményez, mely a

2:E1 + xo = 50,
2:E1 + 3{E2 =80

egyenesek metszéspontja. Innen adodik, hogy a legnagyobb z; + x2 Osszeget akkor kapjuk, amikor [ r1 = 17.5 és
o = 15.

Az eredeti gyakorlati feladat megoldasét csak kozelitSleg kaptuk meg, hiszen 17,5 nem egész széam, fél szendvicset
pedig nem készitiink. Van médszeriink arra is, hogy az =1, x2 ismeretlenekkel kapcsolatos fenti feltételeken kiviil még
ezekre az egész értékiiség kovetelményét is elGirva, megoldjuk a feladatot. Ezzel a bonyolultabb kérdéssel e helyen
nem foglalkozunk. Megjegyezziik, hogy az egész értékiliség természetesen nem minden linearis programozési feladatban
jogos kovetelmény, és még ha jogos is, elhanyagolhatjuk, ha nem tartjuk lényegesnek a meghatarozand6 darabszamok
ily médon adédéd csokkenését vagy tullépését.

Ha az eredeti feladattal kapcsolatban az egész értékiiséget megkivanjuk, akkor — amint az az elgbbi grafikus mod-
szerrel konnyen adédik — harom, ugyanazt a maximumot szolgaltaté megoldast nyeriink. Ezek a kovetkezdk:

T = 18, To = 14,
T = 17, To = 15,
T = 16, To = 16.

Optimdlis termelési terv készitése. Egy teherautokat gyarto vallalat egyéves termelési tervet készit. Meg kell hatéa-
rozni, hogy Otféle autotipus mindegyikébdl mennyit gyartsanak egy év folyaman. A gyarnak van két nagyobb iizem-
egysége: a karosszériaiizem és a motoriizem, tovabba 6t kisebb szerelGcsarnoka, mindegyik autétipus szaméra egy-egy.
A karosszéria- és a motoriizem egy idGben csak egy-egy autotipushoz gyart karosszériat, illetve motort, be kell osztani
tehat, hogy az egy év id6t hogyan hasznaljak fel az 6t autotipus szamara. A szerelGcsarnokok egymas munkéit nem
tudjak atvallalni.

Ha a karosszériaiizem csak egy autétipushoz gyartana karosszériat, akkor 10 000 db legyartasadhoz rendre 1, 1.4, 2,
0.8 és 2.2 évre volna sziikség.

Ha a motoriizem csak egy autétipushoz gyartana motort, akkor 15 000 db legyartasahoz rendre 1, 1.6, 3, 1 és 2.6
évre volna sziiksége.

Az 6t szerelGesarnok kapacitasa évente 7 500, 5 000, 1 000, 9 000, ill. 3000 auto Osszeszerelése.

Végiil megadjuk, hogy az egyes autotipusok egy-egy darabjanak eladasa révén a gyar tiszta haszna ezer forintos
egységben kifejezve 35, 45, 50, 30, illetve 40 egység.

Nem torédve azzal, hogy az autdk szama csak egész szam lehet, feladatunkat az alabbi médon fogalmazzuk meg;:

maximalizaland6 (351 + 4522 + 5023 + 3024 + 40x5),
feltéve, hogy r1 + 1.4x5 + 223 + 0.8x4 + 2.225 < 10000
1+ 1.6z2 + 323+ x4+ 2.625 < 15000

1 < 7000
T2 < 5000
T3 < 1000
Tq <9000
5 < 3000
.IlZO, IQZO, IgZO, $4ZO, $5ZO

3A programozasi nyelvekben elterjedt szokas szerint a szamok felirdsaban tizedespontot és nem tizedesvessz6t hasznalunk. (A szerk.)



Az elso feltétel a karosszériaiizemmel, a méasodik a motoriizemmel, a tobbiek az Osszeszerels lizemekkel kapcsola-
tosak. A feladat részletes megoldasaval nem foglalkozunk. Eredményként a kovetkez6 mennyiségeket kapjuk:

xr1 = 2800, To = O, Ir3 = O, T4 = 9000, Irs = 0.

Svdjci csalddi dragydr. Jakab testvérével, Janossal és annak fiaval, Déniellel csaladi 6ragyarat létesit. Négyfajta orat
gyarthatnak, &m nem tudjak még, hogy melyikbdl mennyi legyen, mondjuk, egy hét termelése. Az alabbi tablazatban
osszefoglaltuk, hogy egy-egy ora gyartasahoz hany munkadrat hasznalnak fel, tovibba mennyi a nyereségiik egy-egy
oréan, végiil pedig, hogy heti hany munkaéraban termelnek. (Példaul az 1. fajta ora elkészitéséhez Jakabnak 2 orat,
Janosnak 1 6rat és Danielnek 3 orat kell dolgoznia. A szerk.)

1 2 3. 4
Heti munka-
. orak szama
fajta

2 2 1 3 50 Jakab
1 2 1 4 60 Janos
3 1 3 1 40 Déniel
6 4 5 8 Nyereség

Kérdés, hogy hany darabot gyartsanak az egyes orafajtakbol hetenként ahhoz, hogy a haszon a lehet6 legnagyobb
legyen, ha még ismeretes az is, miszerint az elsé és a masodik fajtabol egyiitt heti 6 darabnal tobbet nem tudnak
eladni. Jelolje x1, xa, x3, x4 az egyes fajtakbol egy hét alatt gyartandé mennyiségeket. A feladat az aldbbi modon
fogalmazhat6 meg;:

maximalizalando (621 + 42 + Sxg + 8xy),
feltéve, hogy 2x1 4+ 222 + x3 + 3x4 < 50,
xr1 + 2{E2 + I3 —|—4{E4 S 60,
3x1 + x2 4+ 3x3+ x4 <40,
T+ o <6,
1'120, LL‘QZO, $320, $420.

A feladat megoldasaként az alabbi szamok adddnak:
x1 =30/11, x2 =0, xz3=70/11, x4 =140/11.
Ezt ugy értelmezhetjiik, hogy 11 hét alatt az els6 fajtabol harmincat, a masodikbdl semmit, a harmadikboél hetvenet
és a negyedikbdl szaznegyvenet kell gyartaniuk.

Optimdlis szénelosztds. Négy banyabol 6t er6miihoz szallitunk szenet. Egy alkalommal, amikor éppen egy elosztési
tervet készitiink, az erémiivek szénigényei a kovetkezk (10 tonnas egységben kifejezve):

Erémi 1 2 3 4 5
Szénigény 10 20 30 30 20

Egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy a banyakban 0sszesen ugyanannyi szén van, mint az igények Osszege, éspedig
a kovetkez6 megoszlasban (10 tonnas egységben kifejezve):

Banya 1 2 3 4
Szénmennyiség 25 26 27 32

Feltessziik tovabba; hogy a szén szallitasi koltsége mindeniitt ardnyos a szallitott mennyiséggel. Egy tonna szén
szallitasi koltségeit — valamilyen egységben kifejezve — az aldbbi tablazat tartalmazza:

Banya \ Eromd | 1 213 (14]5

1 9 |13 | 8| 5 |13
2 8 1227128
3 4 |7 |11 )17 4




Kérdés, hogy honnan hova mennyi szenet szallitsunk, hogy a szallitasi koltségek Osszege a lehets legkisebb legyen?
Ha x; jeloli az i-edik banyabol a k-adik erémiibe szallitandé mennyiséget (célszerti most kettds indexet hasznélni),
akkor a feladat a kovetkez médon fogalmazhatoé meg:

minimalizalando (9211 + 13212 + 8x13 + Sx1g + 13215+
+ 8xa1 + 22292 + Tx23 + 2x24 + 8Sxos+
+ 4dx3; + Tazg + 1lazz + 17234 + 4azs+
+15x41 + 18240 + Dxs3 + 20244 + 19$45),
feltéve,hogy T11 + T12 —+ 13 + T14 + T15 = 25,
Ty + T + T23 + Tag + 225 = 26,
x31 + w32 + w33 + T34 + 235 = 27,
T4y + Ta2 + T43 + Tag + 245 = 32,
211 + T21 + 231 + 241 = 10,
T12 + T2z + x32 + 242 = 20,
713 + ®23 + w33 + w43 = 30,
T14 + Xog + w34 + 144 = 30,
T15 + X5 + w35 + 145 = 20,

i >0, i=1,2 3 4 k=12, 3, 4, 5.

A fenti megoldasban csupén a zérétol kiilonb6z6 x;, mennyiségek megadasara szoritkozunk. Ezek a kovetkezdk:

11 — 10, 12 = 11, T14 = 4, T4 = 26,
T32 = 7, T35 — 20, T4 = 2, T43 = 20.
Menditervezési probléma. Fogyokuras gyiimolcskoktélt allitunk 6ssze tgy, hogy eléirjuk négy vitaminfajtabol a koktél

vitamintartalmanak als6 szintjét, tovibba minimalizaljuk a szénhidrat 6sszmennyiségét. A gyiimolesok 100 gramm-
jaban lev6 vitamin- és szénhidratmennyiségeket, tovabba az emlitett alsé szinteket az alabbi tablazat tartalmazza:

Vitamin \ Gyiimolcs|Alma|Korte b%fﬁffk rla\,II?C_S Banén |Fiige | Sz616 g‘i%rr?};gé Also szint
B 50 | 30 | 20 | 70 | 160 | 120 | 50 | 100 g?gmﬂkro‘
Ba 50 | 30 | 20 |40 | s0 [ 80| 50 | o ;fgmnr‘flkro‘
Nikotinsav 0.5 | 0.3 0.9 0.2 0.5 0 0.4 0 8 milligramm
C 5 5 7 40 10 5 5 200 |35 milligramm
Szénhidrat 7 12 9 7 23 60 | 18 8 |gramm
Jelolje z1, ..., g az egyes gyiimolcsfajtakbol felhasznalandé mennyiségeket 100 grammos egységekben kifejezve.

Feladatunk a kovetkezs:

minimalizaland6 (7z1 + 1229 + 923 + Tay + 2325 + 6026 + 1827 + 8xs),
feltéve, hogy 50x1 4+ 30x9 4+ 20x3 + 70x4 + 160x5 + 12026 + 5027 + 10028 > 600,
50x1 + 30xs + 2023 + 4024 + 80x5 + 80x¢ + 5027 > 750,
0.5z1 + 0.3z2 4+ 0.923 4+ 0.224 4+ 0.525 + 0.427 > 8§,
5r1 4+ bxes + Txs + 40x4 + 10z5 + bxg + by + 200xg > 35,
$120, $220, 1'320, LL‘4ZO7 $5ZO, ,TGZO, 1'720, 1'820.

A feladat megoldasaként a kovetkezs értékek adodnak:

z1 = 14.71, 3 =0.71,

$2=,’E4:JJ5=JJ6=,’E7:,’E8=0.

A linedris programozdsi feladat megolddsa

A linearis programozasi feladat megoldasara mind a mai napig a Dantzig altal 1951-ben kozolt modszert alkalmazzak
leginkdbb. Ennek egy egyszert variansat fogjuk ismertetni.

A feladat feltételeinek eleget tevs xq, ..., x, rendezett szam n-eseket megengedett megolddisoknak nevezzik. A
tovabbiakban feltessziik, hogy feladatunk olyan alakid, hogy csupan az z; > 0, ..., z, > 0 feltételekben all egyen-
I6tlenség, az egyéb feltételekben pedig egyenlGség, kozelebbrdl: linearis egyenléség. A szendvicses feladat numerikus
megoldasa el6tt majd példat mutatunk arra, hogy mi modon lehet a feladatot a most emlitett, an. kanonikus (egy-
ségesitett) alakra hozni, ha az eredetileg nem volt ilyen. Még azt is feltessziik, hogy az egyenlGséges feltételek un.
kifejezett alakiak bizonyos ,valtozokra’ nézve, amin azt értjiik, hogy mindegyik egyenlGséges feltételben van olyan



valtozo, mely a tobbiekben nem szerepel (mésképpen kifejezve: a tobbiekben zéro egyiitthatoval szerepel). Ilyen pl. az
alabbi feltételrendszer:

10 — 24 —3x4 + 225 =0,
(1) 15 — X2 —4xys+ x5 =0,
16 — 23+ 2x4 — 625 =0,

mely kifejezett az x1, x2, x3 valtozokra nézve. A kifejezett valtozokat mas néven bdzisvdltozoknak is nevezziik. Még azt
is feltessziik, hogy ha a bézisvaltozoktol kiilonbozd tobbi valtozo helyébe zérot helyettesitiink, akkor az egyenl&ségekbdl
a bazisvaltozok szaméara automatikusan adodo értékek nemnegativak. A fenti példaban pontosan ez a helyzet, ugyanis
x4 és x5 helyébe zérot téve, az x1 = 10, 2 = 15, x3 = 16 adodik.

Ha a kanonikus alaku feladat eredetileg nem ilyen, akkor is ilyen alakira hozhato, feltéve, hogy egyaltalan van
megengedett megoldés, amint azt a kés6bbiekben megmutatjuk.

Most egy olyan feladattal foglalkozunk, amelyben maximumot keresiink. A minimum-feladat erre visszavezethetd,
ha a minimalizaland6 kifejezést (—1)-gyel megszorozzuk. A maximalizalando kifejezést célfiggvénynek, a legnagyobb
célfiiggvényértéket ado megengedett megoldast — ha ilyen egyaltalan van — optimdlis megolddsnak nevezziik. Altalaban
ha egy halmaz minden eleméhez egyértelmiien hozzarendeliink egy szamot, akkor ezt a hozzarendelést fiiggvénynek
nevezziik. Most a feltételek altal meghatarozott x1, ..., x, rendezett szdm n-esek mindegyikéhez rendeliink hozza
egy-egy szamot, ily modon alkotjuk meg a célfiiggvényt. Pl. az (1) és az alabbi

(2) 2120, 2220, 23>0, 24 >0, 25 >0

nemnegativitasi feltételeknek eleget tevs x1, xa, T3, T4, x5 rendezett szamotdsokon értelmezhetjiik az alabbi célfiigg-
vényt:

(3) z = —06x1 — T2 + bx3 — 2524 + 3T7x5.

Az (1) egyenlGségekbdl az 1, xo, x3 valtozok szamara adodo kifejezéseket (3) jobb oldalan a megfelels helyekre behe-
lyettesitve a célfiiggvényre olyan alak adodik, amelyben x1, x2, z3 mar nem (vagy ha ugy tetszik, zéro egyiitthatoval)
szerepel, mégpedig:

(4) Z = 5+7{E4—6I5.

Azt a feladatot, amelyben a (4) célfiiggvény maximalizalando az (1) és a (2) feltételek mellett, az alabbi alakban irjuk
fel:

maximalizdland6 5 — (021 +0- 22 +0- 23 — Txg + 625) = 2,

feltéve, hogy 10 — (z1 + 334 — 225) = 0,

(5) 15— ( i) + 4{E4 — {E5) = 0,
16—( JJ3—2:E4+65L’5)=0,

1 >0, 222>0, 23>0, x42>0, z5>0.

A feladatot a konstansok és az egyiitthatok alabbi tablazatabol egyértelmtien rekonstrualhatjuk:

T To T3 @4 x5

z 51 0 o 0 =7 6

z1 | 10 1 3 =2

z2 | 15 1 4 -1

z3 | 16 1 -2 6
1. tdbla

A tablaban a zérok kifrasa vagy elhagyasa tetszés szerint torténhet. A tabla bal oldalan a kifejezett valtozokat és a
célfiiggvény fiiggs valtozojat irjuk fel, a tabla tetején pedig felsoroljuk valamennyi valtozét. Most két tételt emlitiink
meg, amelyeket a linearis programozasi feladat megoldasakor hasznélunk fel.

1. tétel. Ha a tabla fels6 sordban allo szamok — az els6t nem szamitva — mind nemnegativak, akkor a kifejezett
valtozokat a mellettiik 4116 konstansokkal, a t&bbi valtozot 0-val egyenlévé téve, a feladat optimalis megoldasat nyerjiik.
A tétel igaz voltat az (5) feladat egy modositottjan szemléltetjiik. A modositas abban all, hogy az x4 egyiitthatojat
a célfiiggvényben megvaltoztatjuk, —7 helyett 7-et irunk a zardjelen beliil, midltal az Gj célfiiggvény a kovetkezs lesz:

z2=05—"Txy — 6x5.



Minthogy x4 > 0, x5 > 0, azonnal adoédik, hogy z < 5; és a z = 5 célfiiggvényértéket valéban megkapjuk, ha
r4 = x5 = 0, tovabba 1 = 10, x5 = 15, z3 = 16.

2. tétel. Ha a tabla fels§ soraban — az els6 szamot nem szamitva — van olyan negativ szam, hogy az alatta 4llo
szamok mind nempozitivak, akkor a célfiiggvény nem korlatos feliilrél, azaz akirmilyen nagy szamnal nagyobb értéket
felvesz alkalmas megengedett megoldas esetén.

Ezt a tételt is az (5) feladat egy modositottjan szemléltetjiik. A modositas most abban all, hogy az els6 és a masodik
egyenlGséges feltételben a zarojelen beliil z4 egylitthatojat 3 helyett (—3)-ra, illetve 4 helyett (—4)-re valtoztatjuk. Az
igy nyert feladatban valasztunk egy tetszéleges x1, x2, T3, T4, x5 megengedett megoldést; x4-et ndvelve, az egyenlségek
érvényben tarthatok az x1, xo, x3 bazisvaltozok értékeinek alkalmas megvalasztasaval, mikozben a nem bazisvaltozok
értékét nem valtoztatjuk (most az x5 tartozik ebbe a kategoridba). Ek6zben a célfiiggvény értéke minden hataron tul
né, vagyis tényleg nem korlatos felilrsl.

A fenti két tételben két kiillonbozd tipusa tablarol van sz6. Van egy harmadik tipus is, melyben a fels§ sorban az
els6 szamot kihagyva — van negativ szam és az alatta all6 szadmok kozott van legalabb egy pozitiv. Mindegyik tabla a
harom kategoria valamelyikébe tartozik. Az (5) feladathoz tartozo 1. tabla a harmadik csoportba tartozik.

Ekkor eljarasunk a kovetkezs: a bazisvaltozok valamelyikét megsziintetjiik mint bazisvaltozot, helyette egy olyan
valtozd, mely eddig nem volt bazisvaltozo, azza valik. Az Gj bazisvaltozo céljara minden olyan valtoz6 megfelel, mely-
nek a célfiiggvényben a kerek zarojelen beliili egyiitthatdja negativ. Ezek koziil tetszblegesen kivalasztunk egyet bejovd
valtozo gyanant; am a kimend wvdltozd meghatarozasa mér nem tetszéleges. Ezt ugy kell megvalasztanunk, hogy a
célfiiggvényben szerepld konstans lehetSleg novekedjék, de legalabbis ne csokkenjen, a feltételek konstansai pedig
maradjanak nemnegativak az Gj bazisvaltozok esetében. Mindkét célt elérjiik, ha vessziik azokat az egyenlGséges felté-
teleket, amelyekben a bejovs valtozo — zardjelen beliili — egyiitthatoja pozitiv, majd meghatarozzuk mindegyik ilyen
egyenlGségen beliil a konstans tag és a bejovs valtozo egyiitthatéjanak a hanyadosat és amelyik egyenlGség esetében
ez a hanyados a legkisebb, annak a bazisviltozdja lesz a kimend valtozo. Ezek utan az elgbbi médon kivalasztott
egyenlGséges feltételt a bejovs valtozo egyiitthatojaval végigosztjuk, majd a célfiiggvénybdl és a tobbi egyenlGséges
feltételbdl ugyanezt a valtozot kikiiszoboljiik az Gj béazisvaltozohoz tartozo egyenlGséges feltétel alkalmas konstansszo-
rosainak hozzaadéasaval. Megjegyzendd, hogy az 1j feltételek a régiekkel egyenértékiiek, a célfiiggvény pedig semmit
nem valtozik értékében, csak alakjaban, hiszen csupan zérét adtunk hozza.

Bar a fentiek alapjan nagyjabol vilagos, hogy hogyan nyerjiik az Gj tablat a régibdl, a teljesség kedvéért ezt a
szabalyt roviden osszefoglaljuk. Ha az xj, valtozo bejon a bazisba, z; pedig kimegy a bézisbol, akkor:

az 1j tabldban xj, sorat Ggy nyerjiik, hogy a régi tablaban az z;-nek megfeleld sort végigosztjuk azzal az elemével,
amelyik az zj oszlopaban all;

az 4 tabla minden egyéb sorat ugy szarmaztatjuk, hogy a neki megfelels, régi tablabeli sor xj oszlopaban allo
elemével az 1Gj tabla xp-nak megfelels sorat elemenként végigszorozzuk, majd az igy kapott sort elemenként levonjuk
a régi tablabeli sorbol.

Alkalmazzuk a fent leirt lépést az (5) feladatra. Csak egy negativ szam van a tabla felsd soraban az utols6 6t
poziciéban, ez x4-hez tartozik, tehat x4 bejon. Minthogy

min(10/3, 15/4) = 10/3

és a minimumot az elsé egyenlGséges feltételben kapjuk, ezért x; a kimend bazisvaltozd. Az 1j feladatot sziikségtelen
kiirni, elég az 4j tabla megadasara szoritkozni, ez pedig a kovetkezs:

T Ty T3 T4 x5

z |85/3| 7/3 0 0 0 @ 4/3

x4 | 10/3 ] 1/3 0 0 1 —2/3

x2 | 5/3|-4/3 1 0 0 5/3

x3 | 68/3 2/3 0 1 0 14/3
2. tdbla

kovetkezs:
T :I5:0, T4 = 10/3, I2:5/3, I3 :68/3

Ezt a modszert nevezik Dantzig médszerének.

Ha Dantzig modszerének végrehajtasa soran a tébla bal fels6 sarkdban allo szam dllanddan novekszik, akkor soha
nem térhet vissza a bézisvaltozok egy olyan Gsszessége, mely kordbban méar szerepelt. A kifejezett valtozok ugyanis
a teljes tablat és igy a bal fels6 sarokban allo elemet is egyértelmien meghatarozzak. Minthogy pedig csak véges sok
kiilonb6z6 modon lehet a kifejezett valtozokat kivalasztani, az eljarasnak véges sok lépés utan be kell fejezGdnie, vagy



az 1., vagy a 2. tételnek megfelel tabla elérésével. Ha a 2. tételnek megfelels tabldhoz jutottunk, akkor nyilvan rosszul
fogalmaztuk meg az eredeti gyakorlati feladatot, ahhoz kell tehat visszatérniink.

A bejové valtozo oszlopanak és a kimend valtozo soranak keresztezddésében 4ll6 elemet szokas sarokelemnek nevezni.
Ennek a poziciénak a megjelolése egyértelmtien meghatarozza, hogy milyen szamitasok révén jutunk el az 4j tablahoz.
Ezért az altalanos szokisnak megfelelGen a sarokelemet mindig bekarikazzuk.

Prékopa Andras

IRODALOM

[1] E. M. L. Beule: Cicling in the dual Simplex Algorithm, Naval Research Quarterly Logistics, 2/1955/269-276.

[2] R. G. Bland: New Finite Pivoting Rules for the Simplex Method, Mathematics of Operations Research,
2(1977)103-107.

[3] A. Charnes: Optimality and Degenaracy in Linear Programming, Econometrica, 20 (1952) 160-170.

[4] A. Charnes, W. W. Cooper and A. Henderson: An Introduction to Linear Programming, Wiley, New York,
1953.

[5] G. B. Dantzig: Maximization of a Linear Function of Variables Subject to Linear Inequalities, a [10] cikkgytij-
teményben 339-347.

[6] G. B. Dantzig: Linear Programming and Extensions, Princeton University press, Princeton, New Jersey, 1963.

[7] G. B. Dantzig: A. Orden and P. Wolfe: The Generalized Simplex Method for Minimizing a Linear Form under
Linear Inequality Restraints, Pacific Journal of Mathematics, 5 (1955) 183-195.

[8] D. Gale: The Theory of Linear Economic Models, McGraw-Hill, New York, 1960.

[9] L. V. Kantorovics: Matematicseszkije Metodi v Organizacii i Planirovanii Proizvodsztva, L. G. U. 1939.

[10] T. C. Koopmans (szerkesztd): Activity Analysis of Production and Allocation, Wiley, New York, 1951.

[11] Prékopa A.: Linearis Programozas I., Bolyai Janos Matematikai Téarsulat, 1968.

[12] Prékopa A.: A linearis programozas egy kombinatorikai jellegd targyalasarol, Matematikai Lapok, 22 (1971)
7-24.

[13] S. Vajda: The Theory of Games and Linear Programming, Wiley, New York, 1956.



