Az 1960-as években a szegedi Kibernetikai Laboratériumban készitettek egy ,katicabogarat”, melynek a kovetkezs
feladata volt. Ratették egy 5 x 5 négyzetre osztott asztallap jobb alsé sarkira. Az egyik négyzet kozepére egy kis
méagnest helyeztek, ezt kellett a katicaAnak megkeresnie ugy, hogy kézben egyes osztévonalak fallal el voltak zarva. Az
1. dbran a valaszfalak egy lehetGségét vastag vonallal huztuk ki. A katica bekapcsolas utan forgolodni kezdett, kereste
az utat. Majd elindult egy irdnyba; ha falba iitk6zott, visszament a kis négyzet kozepére, ott 90°-kal elfordult és ajra
elindult. Mikor rdakadt a magnesre, zimmogni kezdett és pottyeit villogtatta. Raadasul menet kézben ,megtanulta”
a magneshez vezets utat is: ha visszatették a jobb alsé sarokba, mér minden préobalkozés nélkiil a legrovidebb tton
haladt a magnes felé (az abran ezt az utat a szaggatott vonal jelzi).
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1. dbra

A katica, melynek miikodését nem ismerjiik, valoszinileg a kovetkezSképpen miik6dott. (Az egyszertiség kedvéért tekintsiink
el attol, hogy a katica ,tanult” is.) Ha beérkezett egy mez6 kozéppontjaba, azonnal balra fordult és elindult. A katica csapjaiban
érzékelok voltak, melyek jelezték, ha falba {itkozott. Ekkor visszahatralt a mezd kozepéig, ott jobbra fordult 90°-kal és ismét
megindult. Ha itt is fal volt el6tte, megint visszahatralt, jobbra fordult és megindult stb.

Rajzoljuk be az 1. abraba a katica ttvonalat! Megtalalna-e a katica akkor is a magnest, ha azt masik mez6be tennénk at?
Es ha a katicat méashonnan inditjuk? El lehet-e helyezni a valaszfalakat tgy, hogy a katica ne jusson el a magneshez? Tudna-e
az olvaso a valaszfalak elhelyezésére olyan elégséges feltételt mondani, ami mar biztositja, hogy a katica megtalalja a magnest?

A katica probléméaja egy labirintusbejarasi probléma. Ennek megoldasara sokféle eljarast talaltak ki. Koziilik a
legegyszertibb a jobbkéz-szabaly; tegyilik jobb keziinket a labirintus falara és menet kézben mindig érintsiik. Ezzel
a modszerrel a bejarattol indulva nem feltétleniil jutunk el az utveszté kozepéig, de mindenesetre visszajutunk a
bejarathoz, ami sokszor nem megvetendd lehet&ség. Természetesen jobb keziink helyett hasznélhatnank a balt is, az
eredmény nem valtozik. De ha egyszer elindultunk, végig ugyanazt a kezilinket kell hasznalnunk.

Merre haladna a katica a jobbkéz-szabaly szerint, és merre a balkéz-szabély szerint? Meg tudnank-e magyarazni, miért koveti
a katica a balkéz-szabaly szerinti itvonalat?
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A jobb, illetve balkéz-szabaly nem mindig vezet célhoz, példaul a 2. abra labirintusan nem érnénk el a kdzéppontot
jelképezo fekete négyzethez. Ugyanakkor a Hampton Court-beli atvesztd esetén akar a jobbkéz, akar a balkéz-szabaly
miikoédik, a bejarattol a kozéppontig és onnan visszajuthatunk, ahogyan azt a 3. 4bra mutatja.
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Miel6tt a 2. dbran lathaté labirintusra is miikéd6 moédszert irnank le, magukat az ttvesztSket kell pontosabban
definialni. A labirintusokban vannak utak, és ahol az utak véget érnek, eldgaznak vagy talalkoznak, termek. Jeloljik
a termeket egy-egy ponttal, és két pontot kossiink Ossze, ha vezet ut a megfeleld termek kozott. Igy példaul az 1.
abran az asztal mez6i a termek, és két szomszédos terem kozott van ut, ha a valaszfal hianyzik. Egy-egy termet a
kozéppontjaban levé ponttal jelolve, a 4. abran lathato halézatot kapjuk. Hasonléan a 2. 4bran harom utelagazas
(terem) van, A, B és C, ezenkiviil a kozéppontnak és a kijaratnak is megfeleltetiink egy-egy termet, azaz pontot. A
halozatot az 5. dbra mutatja. Végiil a 6. 4bran a Hampton Court Gtvesztdjének halozata lathato. (Ellendrizziik!) Az
ilyen halézatokat grdfoknak nevezziik, a pontokat csicsoknak, a koztiik futoé vonalakat éleknek. Minden labirintushoz
hozzarendelhetiink tehat egy grafot, aminek néhany (de legalabb egy) csicsa jelzi a labirintus kijaratat. Feltessziik
ezekrol a grafokrol, hogy a kijarat” csiicsokbol egyetlen él indul ki és, hogy a graf barmely cstcsabol barmelyikbe az
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éleken el tudunk jutni (azaz a graf dsszefiiggd)
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4. dbra

Kijdrat

kozeppont
5. dbra
kijo- kizép-
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6. dbra

Tegyiink a graf valamelyik csticsaba egy robotot, melynek feladata lesz a kijarat megkeresése. A robotnak pontosan
meg kell mondanunk, hogy mikor mit tegyen, nem szabad utasitas nélkiil hagynunk. Ha példaul olyan helyzetbe keriil,
amikor azt csindlhat, amit akar, akkor az utasitasunk ez lesz: most pedig csindlj azt, amit akarsz.
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7. dbra

Ahhoz, hogy robotunk a labirintust a jobbkéz-szabaly szerint (balkéz-szabaly szerint) jarja be, példaul a kovetkezs utasita-
sokat kell kiadnunk: ,Indulj el tetsz6leges élen! Ha egy csiicsba beérkeztél és az a csics kijarat, allj meg! Ha nem, a csiicsbol
kiindul6 élek koziil valaszd ki az els§ olyat, amelyik jobbra (balra) van, majd a kivalasztott élen menj tovabb!” A 7. abran
néhany csicsra felrajzoltuk, hogy a robot a jobbkéz-szabaly szerint merre halad.

Probalja meg az olvaso bizonyitani, hogy ha a ,,jobbkezes” robot egy graf tetsz6leges csicsabol indulva mindig eljut valamelyik
kijarathoz, akkor a graf sziikkségképpen fa; tovabba ha a graf fa, akkor a robot tetsz6leges csicsbdl inditva - valamelyik kijaratot
feltétlentil megtalalja. (A fa graf fogalmat lasd pl. Komal 54. kotet 198. o.)

Ezt az allitast kissé atfogalmazva sziikséges és elégséges feltételt kapunk arra, hogyan kell a szegedi katica asztalan a
valaszfalakat elhelyezniink ahhoz, hogy a katica biztosan megtalalja a magnest, barhonnan indul is. Sziikséges marad-e ez a
feltétel, ha kikotjiik, hogy a katicanak a jobb alsé sarokbol kell indulnia (de a magnes barhol lehet)?

Ott &ll tehat robotunk a graf egyik csticsdban és varja utasitdsainkat, amelyeknek olyanoknak kell lenniiik, hogy
mindig elvezessék a robotot egy, ,kijarat’-csicsba, fiiggetleniil a graf felépitésétdl és a kezdSponttol. Adjunk a robot
egyik kezébe piros festékkel teli vodrot, a masikba zold festékkel telit. A robot a graf éleit fogja befesteni: bizonyosakat
zoldre és bizonyos, mar z0ld éleket pirosra. (Természetesen kezdetben a graf egyik éle sem szinezett.) A festés barmely
tovabbi fazisaban lehetnek a grafnak festetlen élei (ezek a szabad utak), zold élei (ezeken egyszer athaladt a robotunk)
és piros élei (ezeken kétszer is dtment).

A robotnak a szinezéshez a kovetkezs utasitasokat adjuk:

1. Ha ,kijarat™ csticsban vagy, akkor allj meg!

2. Ha a csicsbol legfeljebb egy z6ld él indul ki és van szinezetlen kiindulé él is, akkor valaszd ki ezek egyikét, menj
at rajta és fesd at zoldre! (Azaz tovabb folytatja az utjat.)

3. Ha a cstcsbol pontosan egy z6ld indul ki és az Gsszes t6bbi piros (azaz zsédkutcaba jutott), akkor menj vissza a
z0ld élen és fesd be pirosra!

4. Ha (a 2. utasitas szerint) egy zold élen jutottal a csucsba, de onnan (ezzel az éllel egyiitt) mar legalabb két zold
él indul ki, akkor menj vissza azon az élen, amelyiken jottél, és fesd at pirosra!

5. Ha a fenti feltételek egyike sem teljesiil, allj meg és adj hibajelzést! (Erre azonban nem keriilhet sor.)

Az igy kapott z0ld szintd élek egyméashoz csatlakoznak, és egy olyan (6nmagat nem metsz6) utat alkotnak, melynek
kezd6pontjabol inditottuk a robotot, és melynek végpontjaban all. A piros élek tiltott élek, ezekrdl utkézben mar
kideriilt, hogy nem érdemes rajtuk dtmenni. A lépések szaméara vonatkozd teljes indukcioval lehet igazolni, hogy a
z0ld szind élek valoban ilyen utat alkotnak. Ezért ha a robot a kezd6ponttdl kiillonb6zé csicsban van, az 1., 2., 3. vagy
4. utasitasok valamelyike biztosan alkalmazhat6. A kezdSpontban is csak akkor vagyunk bajban, ha a beléle kiinduld
Osszes élet a robot mar pirosra festette. Az is igazolhato, hogy ha a kezdSponttol kiilénbozd csiicsbol piros él is és
szinezetlen él is indul, akkor zold szind is.
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9. dbra

Tegyiik fel, hogy az utasitasok végrehajtasa ellenére a robot nem taldl ki a labirintusboél, ebbdl ellentmondéasra
fogunk jutni.

Az utasitasok végrehajtasakor a robot csak a kezdSpontban akadhat el. Mivel a z6ld szind élek mindig egy (6nmagéat
nem metsz6) utat alkotnak, ez nem indulhat ugyanabbdl a csticsbol, amelyikben végzidik, ebb6l kévetkezik, hogy z6ld



szintd él egyaltalan nem lehet a grafban. Tudjuk, hogy a graf barmely csicsabol barmely cstcsdba eljuthatunk az élek
mentén, igy a K kezdGcsucsbol az (egyik) E kijarat™ csicsba is (8. abra). Az el6z6 megallapitasaink szerint a K-bol
indul6 osszes él piros, és az E-be befut6 él nem zold (hiszen egyaltalan nincs zold él a grafban). A befuté él piros sem
lehet, mivel piros szind élnek mind a két végpontjaban jart a robot. Ezért ez az él szinezetlen, kdvetkezésképp az E és
K kozti Gton van olyan csics, melybe piros él is és szinezetlen él is befut. Ekkor a csticsbodl, egy korabban elfogadott
allitas szerint z0ld szini él is indul, ami viszont ellentmond annak, hogy a graf egyetlen éle sem z6ld. Az ellentmondés
igazolja allitdsunkat: a robot biztosan megtalélja a kijaratot, ha pontosan koveti az utasitasokat.

Megallapithatjuk, hogy a kijarat keresése kozben a robot minden élen legfeljebb kétszer megy végig: el6szor, amikor
zoldre festi, és masodszor, amikor pirosra. A labirintusbol tehét elég ,,gyorsan” tud kijutni. S ha a robotot ismét vissza-
tesszilik abba a csticsba, ahonnan indult, mar nem kell el6lr6l kezdenie mindent, a zold éleken végigmenve kdzvetleniil
eljut a kijarathoz. A robot ,megtanulta”’, hogyan juthat ki a labirintusbol.

Ennek a modszernek (algoritmusnak) két szépséghibaja is van: a robot menet kozben 6ssze-vissza festi a labirintust;
mésrészt nem tudja elére, merre kell majd mennie, ehhez meg kell néznie, hogy a csticsbol, ahol all, milyen szini élek
futnak ki. Van-e olyan modszer, amit kdvetve a robot ,behunyt szemmel” is kitalal a labirintusbél? Hogy ez mennyire
nehéz probléma, talan mutatja az, hogy a robot sohasem tudhatja, hogy egy csticsban jart-e mar korabban vagy most
van ott elszor. Es ha nem vagyunk elég gondosak az utasitasok kiadasakor, a robot kénnyen ,yégtelen ciklusba eshet”,
vagyis mindig ugyanazokon az éleken halad koérbe-korbe anélkiil, hogy ezt észrevenné.

Mint ahogyan az lenni szokott, bonyolult kérdésre bonyolult a valasz is. A megoldas attél fiigg, milyen segédesz-
kozoket hasznalhat a robot. Ha semmilyet, akkor ilyen mddszer nem létezik. Ha megengedjiik a robotnak, hogy egy
hosszt papirszalagra feljegyzéseket készitsen és a feljegyzések felirasat, felhasznalasi modjat nem korlatozzuk, akkor
méar van moédszer.

Ezek pontosabban szélva a kovetkezSket jelentik. Minden, segédeszkoézt nem hasznédlé utasitasrendszerhez taldlhato olyan
labirintus-graf és abban olyan cstcs, hogy a robotot ebbél a csiicsbol inditva nem talal ki a grafbol. Igy példaul ha az utasitas
a jobbkézszabaly (vagy a balkéz szabély), akkor a 9. abréan lathato labirintusban a kozéps6 K csticsbol indulva a robot nem jut
el az E bettvel jelzett kijaratok egyikéhez sem.

Igazolhat6 az is, hogy ha a robot feljegyzéseket készithet ugyan, de csak azt a feljegyzését olvashatja el, amelyik a szalagon
utolsoként szerepel, s ezt a feljegyzését mindjart ki is kell radiroznia, méar akkor sincs minden labirintusbdl kitalalo modszer.
Ez a megszoritas programozoi szakkifejezéssel élve azt jelenti, hogy a robot a memoridjat — a papirszalagot — csak veremnek

(stack) hasznéalhatja.
b)

a)
10. dbra

11. dbra

Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a labirintus minden csicsaban pontosan harom él taldlkozik. Ez nem
jelentGs megszoritas: ha tobb él talalkozna, akkor a csicsot kicsit ,széthizva”, ahogyan az a 10. a) abréan lathato, mar
csupa harmadfoku csicsot kapnank. Ha két él talalkozik a csiicsban, a csicsot egyszertien elhagyjuk, ha pedig egyetlen
él fut be, egy hurokélt tesziink ra [10. b) abra]. Ezzel ugyan a ,kijarat’- csticsokba is harom él fut be, de ez nem fog
zavart, okozni.

Robotunk papirszalagjara felir egy természetes szamot kettes szamrendszerben. Ezutén a labirintusban egy kis ki-
randulést tesz. A kezdGpontbol induld harom él egyikén elmegy a kovetkezs csucsig és ott jobbra fordul, ha szalagjanak
végén (az egyes helyiértéken) 1-es all, és balra, ha 0. A kovetkezd cstcsnal az utolsé el6tti jegy szerint donti el, hogy
merre menjen stb. Végiil ha elfogytak a jegyek a szalagjan, megall. Tegyiik fel példaul, hogy a robot szalagjan 10011
all, és a 11. abra K jelid cstucsabol indul. A lehetséges harom utvonal koziil az egyiket megvastagitottuk.



Ha a robot utja soran , kijarat’-cstcsba érkezik, feladatanak vége, a labirintusbél kikeriilt. Ha nem, akkor a szalagon
levé jeleket elolrsl hatrafelé olvasva vissza tud menni a megtett uton a kezdGpontba. Arra kell csak tigyelnie, hogy a
visszauton az 1-es jelenti a balra kanyarodést és a 0 a jobbra kanyarodast. Ugyanigy oda-vissza megteszi a kezdéponthoél
indul6 masik két éllel kezdve is azt az utat, amit a szalagjan levé 0 — 1 sorozat mutat. Ha ezekrdl is visszatér (azaz
nem talalt kijaratot), a szalagjan levs szamot eggyel megnoveli, azutan ajabb kirandulas kovetkezik stb.

Az van hatra, hogy megmutassuk: robotunk minden labirintusbol kitalal. A kezdSpontbol az élek mentén eljutha-
tunk valamelyik kijarathoz. Hogy a robot éppen ezen az élsorozaton haladjon, az kell, hogy szalagjan a 0-k és 1-esek
abban a sorrendben kévessék egymaést, ahogyan azt az élsorozat megkoveteli. De természetes szamok kettes szamrend-
szerbeli alakjaként minden 1-gyel kezd6d6 0 — 1 sorozat el6all, igy a kérdéses 0 — 1 sorozat is el6bb-utébb felkeriil a
robot szalagjara, legfeljebb egy 1-es el6zi meg. De ez nem baj, mert a robot az éleken haladva mér elér a kijarathoz,
még miel6Stt a felesleges 1-et le kellene olvasnia.

Mondjuk azt, hogy a robot egyet 1ép, ha egy élen végigmegy. Ha a grafban c cstcs van, akkor a kezdSponttol a
kijaratig vezets tut legfeljebb ¢ élbél allhat, igy a robot a kijarat megtalalasaig 6 - 271 = 12 - 2¢ lépésnél biztosan
kevesebbet tesz meg. Masrészt van olyan c cstcsu graf, amelyben a robotnak legalabb 2¢/2 1epést kell tennie a kijarat
megtalalasaig. A graf minden élének két vége van, s minden csucsbol harom él indul ki, ezért az élek szama 3c¢/2.
Lattuk, hogy a ,festékes” robot minden élen legfeljebb kétszer megy végig, azaz a kijarat megtalalasahoz legfeljebb
3c-t kell 1épnie. Az ehhez képest nagyon nagy 12 - 2¢ becslés azt mutatja, hogy ,behunyt szemd” robotunk programja
rossz. Ez nem feltétleniil jelenti azt, hogy ligyetlenek voltunk az utasitasok megfogalmazasadban. Be lehet bizonyitani,
hogy minden ,behunyt szemt” robotprogramhoz van olyan ¢ csiicsi labirintus s abban olyan kezdépont, hogy a robot
2¢/2_nél kevesebb lépéssel nem keriil ki a labirintusbol.

A decemberi szamban kozolt labirintus-
feladat megolddsa

A cikk témajahoz kapcsolodo kéonyvek

Lovdsz - Gdcs: Algoritmusok (Miiszaki Konyvkiado, 1978)

Lukdcs Erndné - Tarjdn Rezséné: Jatékos matematika (Gondolat, 1975)

B. A. Trahtenbrot: Algoritmusok és absztrakt automatak (Mdiszaki Kényvkiado, 1978)
Trencsényi Waldapfel Imre: Gorog regék (Mora Konyvkiado, 1973)

Andrasfai Béla: Grafelmélet (Tankonyvkiado, 1973)



