Az 1969. évi verseny beszamolojat még Hajos Gyorgy akadémikus tartotta, azonban az irasbeli ismertetés elkészité-
sében betegsége megakadalyozta. Kézirat sem maradt fenn a beszamolérol, igy maradt el mind mostandig a megoldasok
kozlése. Amikor ezt a hidnyt potoljuk, egyben Hajos Gyorgy emlékét is idézziik, aki tudomanyos és tudomanypolitikai
tennivaloi mellett is fontos feladatdnak tekintette e verseny iigyét és rendkiviili miigonddal készitette mindig el6 a
beszamoldkat.

1. feladat

Jelentsen n egész szamot. Bizonyitsuk be, hogy ha 2 + 21/28n2 + 1 egész szdm, akkor négyzetszdm.

Megoldas. Jeloljiik a szoban forgo kifejezést a-val:

2422802+ 1=a, innen 7-16n° = a(a —4).

Feltétel szerint a egész, ez esetben azonban parosnak is kell lennie, s6t 4-gyel oszthaténak is, mert ha paratlan, akkor
a —4is és a(a — 4) is paratlan, ha pedig paratlan szam kétszerese, akkor a — 4 is az, s igy a szorzat paratlan szam
négyszerese, tehat nem oszthaté 16-tal. Eszerint alkalmas b egész szammal a = 4b, és

™% =b(b—1).

Itt b és b — 1 relativ prim egymaéshoz, hiszen minden kozos osztéjuk osztdja a kiilonbségiiknek, 1-nek is. Ez esetben
egyikiiknek négyzetszdmnak kell lennie, méasikuknak egy négyzetszam 7-szeresének. Ha ugyanis n, b és b — 1 helyébe
beirjuk felbontasukat primszamhatvanyok szorzatira, akkor a bal oldalon a 7 pératlan hatvanyon fog szerepelni, a
tobbi primszam péaros hatvanyon.

A jobb oldalon b és b — 1 prim osztéi kiilonb6zk.

A szamelmélet alaptétele szerint] egy szam primtényezés felbontéasa a tényezsk sorrendjétsl eltekintve egyértelmd,
tehat a két oldalon ugyanazok a primszamok szerepelnek és egy-egy prim a két oldalon ugyanazon a hatvanyon fordul
el6. Ekkor b és b — 1 egyikének a felbontdsaban szerepel 7-nek egy paratlan hatvinya, minden més prim a két szam
mindegyikében paros hatvinyon szerepel. A két szam egyike tehét 7n§, a masik n% alakt. Mivel b —1 és b egyike paros,
mésika paratlan, igy n; és ng koziil is egyik péaros, mésik péaratlan.

Azt is tudjuk, hogy

(1) i —nj

vagy 1, vagy —1, tovabba azt is, hogy paros szam négyzete oszthato 4-gyel, paratlan szameé pedig 4-gyel osztva (s6t
8-cal is) 1-et ad maradékul. Eszerint 7n? 4-gyel osztva 0 vagy 3 maradékot ad, n3 pedig 1-et vagy 0-t. Az (1) szam
mindkét esetben 3 maradékot ad, tehat nem lehet 1-gyel, csak —1-gyel egyenls. Ez azt jelenti : Tnf =b—1, b =n3. A
feladatban szerepld a szam tehat ha egész, akkor fennall ra

a = 4b = 4n} = (2ny)’

vagyis négyzetszam, amint a feladat allitotta.

Megjegyzések. 1. A feladat nem allitotta és a bizonyitas sem adta kozvetleniil, hogy van olyan n, amelyre kifejezésiink
egész, azonban vilagos, hogy n = 0-ra a = 4. Azt is konnyi ellendrizni, hogy n = 24-re a = 16. Altalaban, ha talalunk
az n3 —Tn? = 1 egyenletnek egy nem negativ egész (n1, na)-bél allo megoldasat, akkor n = ny - ny-re a = (2n2)* egész.
A széban forgo egyenlet egy Pell-féle egyenletﬁgj amelyiknek végtelen sok megoldasa van.

2. Az, hogy (1) csak a —1 értéket veheti fel, igy is belathato: no-t 7-tel osztva a maradék 0, £1, +2 vagy +3 lehet,
ng—é tehat 0, 1, 4 vagy 2, azonban n% + 1 egyik esetben sem lesz 7-tel oszthato; n% — 1 viszont oszthato vele, ha
no 7k £ 1 alaku.

2. feladat

Bizonyitsuk be, hogy ha a hdromszdg a, b, ¢ oldalaira és szemkdzti o, B, v szdgeire
(2) a(l —2cosa) +b(1 —2cosB) +c(l —2cosy) =0

teljesiil, akkor a hdromszog szabdlyos.

1Bizonyitéusé,t lasd pl. Kiirschak J.-Hajos Gy.-Neukomm Gy.— Suranyi J.:
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I. megoldas. Szorozzuk meg (2)-t pl. %—vel és alkalmazzuk a szinusz-tételt, ekkor a bal oldala igy alakul:
c

b
a4 siny(1 —2cosa) + —siny(1 —2cos 8) +siny(1 — 2cosy) =
c c

sina(l — 2cosa) +sin B(1 — 2 cos B) +siny(1 — 2cosy) =
sina + sin 8 + siny — (sin 2« + sin 25 + sin 2).

A két Osszeget kiilon-kiilon atalakithatjuk:
siny = sin (7 — (a + B8)) = sin(a + B)

ill.
sin 2y = sin (360° — 2(« + 8)) = —sin2(« + )

felhasznalasaval.
sina—|—sin[3+sin~y:2sina+ﬁcosa_6 +2sina+ﬁcosa+6 =
2 2 2 2
2sina+ﬂ2cos%cos§ = 4cos%c0s§cos%;

sin 2a + sin 23 + sin 2y = 2sin(a + B) cos(a — ) — 2sin(a + B) cos(a + ) =
= 2sin(a + [)2sinasin f = 4sinasin Ssiny =

= 325111%sinésinlcosgcosécosz.
2 2 2 2 2 2

(2) bal oldala ennek alapjan igy irhato :

(3) 4cos%cos§cos% (1—831n%sin§sin%> .

Itt a méasodik tényez6 semmilyen haromszégben nem negativ, és 0 is csak szabalyos haromszog esetén lesz. Lényegében
ennek bizonyitésa volt az 1897. évi verseny 2. feladatas:
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2
1- (1—2sin%) <1,

és egyenl@ség csak akkor allhat fenn a méasodik helyen, ha

S

sing = 3,
az els6 egyenlGtlenségnél pedig csak ha o = 3, mert 180°-nal kisebb szogekrsl van szb. A kettébsl a = 8 = v = 60°
vagyis a haromszog szabélyos. Minden méas haromszogre (3) minden tényezGje pozitiv. Ezzel a bizonyitando6 4llitast

nyertiik.

II. megoldas. Rajzoljuk meg a haromszog koré irt kort, az A csiucsban az érintGjét, és erre vetitsikk rd a BC = a
oldalt. A keriileti sz6gek tétele alapjan az érintének a harmadik csiicsot nem tartalmazé iveket érinté félegyenesei az
AC =b és AB = c oldallal g, illetve ~ szoget zarnak be, s igy a vetiilet b - cos 5 + ¢ - cos~y, tehat

az2b-cosf+c-cosy.

A jobb oldal tompaszogt haromszog esetén lehet negativ is, ekkor még az abszolut értéke is kielégiti az egyenl6t-
lenséget. Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha az érinté parhuzamos a BC oldallal, azaz ha AB = AC.



A masik két oldalra is felirva a megfelel§ egyenlGtlenséget, és Osszeadva azt kapjuk, hogy
a+b+c=2a-cosa+2b-cosf+ 2c- cosy,

és egyenl@ség akkor all fenn, ha az oldalak mind egyenldk, és ezt akartuk bizonyitani.

3. feladat

Egy sakktdbla minden mezejére kockdt helyeztink. Ezek lapjai a mezdkkel egybevigoak. Minden kockdnak van fekete
lapja. Azt akarjuk elérni, hogy folil csak fekete lapok legyenek. Bizonyitsuk be, hogy ezt el lehet érni, ha kockdt csak
gy mozgathatunk el, hogy teljes sordval vagy oszlopdval elforgatjuk annak hossztengelye koril!

Megoldas. Azt, hogy egy kiszemelt kocka felss lapja fekete legyen, elérhetjiik az oszlopanak a forgatasaval, kivéve,
ha a kockinak csak a hatso vagy elsd lapja fekete. Ekkor a kocka soran kell egyet forditani.

A sor forgatasanal a jobb és bal oldalso lapja nem mozdul el a helyérdl, csak a kézéppontja koriil forog. Ugyanez
torténik az els6 és hatso lappal az oszlopok forgatasakor.

Ezek alapjan ha egy sor fels6 lapjat akarjuk feketévé tenni, akkor igy jarhatunk el:

a sor elsé lapjat a sor tengelye koriil feliilre forditjuk, majd a feliilre keriilt fekete kocka lapokat a kocka oszlopanak
elforditaséaval oldalra forditjuk.

Ezutan az eredetileg hatsé (most als6) oldalt forditjuk a sor elforgatasaval foliilre, majd a foliilre keriilt fekete
lapokat oldalra, majd az eredetileg felsé lapot Gjra feliilre.

Azoknak a kockaknak, amelyeknek a fels§ lapja most nem fekete, azoknak als6 vagy valamelyik oldalso lapja fekete,
mert amelyiknek eredetileg elsé vagy hatso lapja fekete volt, annak most valamelyik oldalsé lapja az. Igy most mar
alkalmas oszlopok forgatasaval elérhets, hogy a sor fels6 lapja fekete legyen.

Ha most egy masik sor fels6 oldalat akarjuk feketévé tenni, ahhoz a sorok koziil csak 6t magat forgatjuk. Ahhoz, hogy
a fekete fels6 oldalu sorokat az oszlopok forgatasa ne zavarja, ezeket a fekete lapokat a sor elforditasaval atmenetileg
pl. el6re forgatjuk.

Ha igy az utolsé6 sor felsé lapjat is feketére cseréltiik, akkor a korabbi sorokat ugy forditjuk, hogy fekete oldaluk
feliilre jusson. Ezzel az egész fels6 lapot feketére valtoztattuk.

Megjegyzés. Az eljarasban nem jatszott szerepet a sorok vagy oszlopok szama, igy az barmilyen téglalap alaki tabla
esetén alkalmazhato.



