A Gy. 1799. gyakorlatban (lasd ezen szamunk 220. oldalan) legnagyobb k6zos osztorol, legkisebb k6zos tobbszorosrél
van sz6. Két szdm legnagyobb kozos osztdja, illetve legkisebb kozos tobbszordse lehet a két szam egyike, de lehet
egy harmadik szam is. Példaul 12 és 4 legnagyobb kozos osztdja, amit (12,4)-gyel szokas jelolni, 4; legkisebb kozos
tobbszorosiik, aminek jele [12, 4], éppen 12. Hasonloan (12,12) = 12; (12,9) = 3; (12,5) = 1; [12,6] = 12; [12,12] = 12;
[12,8] = 24. (Ha a két szam egyenls, a legnagyobb kozds osztojuk és legkisebb kozos tobbszorosiik természetesen
ugyanannyi.) Akarmelyik eset fordul is el§ a fentiek koziil, két szam legnagyobb kozos osztéjanak, illetve legkisebb
kozos tobbszorosének megkeresését tekinthetjiik olyan miveletnek, amely két szamhoz egy harmadik szamot rendel
hozza.

A matematikidban gyakran fordulnak el6 olyan miiveletek, amelyek egy halmaz elemeibdl képzett parokhoz a halmaz
egy-egy elemét rendelik. Az ilyen miveleteket kétvaltozos miveleteknek nevezziik. (Vannak nem kétvaltozos miveletek
is. Példaul az, amelyik minden szamhoz az ellentettjét rendeli, egyvaltozos.)

Néhany példa kétvaltozos miveletekre:

a halmaz: a mivelet :

1. a természetes szamok a legnagyobb ko6z6s o0szt6 képzése

2. a természetes szadmok a legkisebb k6zos tobbszords képzése
3. a valés szamok az Osszeadés

4. a valés szamok a kivonas

5. a racionalis szamok, kivéve a 0-t az osztas

6. a 0 és 1 elemekbdl allo6 halmaz a Szorzas

7. a [0, z] szakaszok halmaza,

ahol x = 0 a halmazelméleti metszet mivelet
8. a [0,z] szakaszok halmaza,

ahol z 2 0 a halmazelméleti unio mivelet.

Gyakran fordul el6, hogy ugyanazon a halmazon nem egy, hanem két kétvaltozos miveletet is definidlunk. A fenti
példak koziil az 1-2., 3—4., 7-8. ilyenek. A tovabbiakban, — hogy altalaban is beszélhessiink ezekrdsl — a halmazt H-val,
elemeit az z, y, z stb. bettikkel, végiil a két kétviltozds miveletet A, illetve V jelekkel jeloljiik. A A, V miveleteket
rendszerint metszetnek,illetve unionak mondjak, de ezek a miveletek (altalaban) kiilonb6znek a szokésos halmazok
kozott értelmezett metszet (N) és unié (U) miveletektsl. Persze nagyon sokféleképpen lehet a H halmazt kijelolni
és azon két kétvaltozos miiveletet megadni. A tovabbiakban csak azokat az eseteket vizsgéljuk, amelyekben a A, V
miveletek eleget tesznek a kovetkezd kikotéseknek:

Ia TNz =z, Ib rVr==x

IIa TANYy=yAz ITb zVy=yVz

IITa eAYyAz)=(xAy) Az ITTb xV(yVz)=(xVy Vz
IVa xA(yVa)==zx IVb xV(yAx) ==

Ha egy H halmazon a A, V miveletek olyanok, hogy kielégitik a felsorolt nyolc kikdtést — matematikai nyelven
szolva axiomat —, akkor a H halmazt a rajta értelmezett A, V miiveletekkel hdlonak nevezziik, és ezt igy irjuk: (H, A, V)
halo.

Mit jelentenek valojaban a formulakkal leirt hdldaxiomdk? Az Ia és Ib azt mondja ki, hogy a halmaz két azonos
eleméhez mindkét miivelet magéit az elemet rendeli. A Ila és IIbiilletve ITla ésIIIb axiomak — a valos szdmok
Osszeadasanal és szorzasanal mar megismert — kommutativ, illetve asszociativ tulajdonsag teljesiilését kovetelik meg.
Legérdekesebbek és a halokra ,legjellemzsbbek” a IVa, IVb axiémak. Ezek a A, V miiveletek egymashoz val6 viszonyara
vonatkoznak, azt mondjak ki, hogy a haloban a A, V miveletek kozott milyen Osszefiiggésnek kell lennie.

Nézziik meg, hogy kiinduldsi példankban, az (N, (), [ ])-ban — ahol N a természetes szamok halmazat, ()
és [ ] a legnagyobb kozos osztd képzés,illetve a legkisebb kozos tobbszoros képzés miiveletét jeloli —, teljesiilnek-e a
hélé-axiomak? Jeloljiik a természetes szamokat m,n, k, . .. bettikkel.

Az Ia, Ib axiémék nyilvan teljesiilnek, mert

(m,m)=m és [m, m] = m.
A Ila, ITb axiémak is teljesiilnek, mert két szam legnagyobb kozos osztoja és legkisebb kozos tobbszorése nem fligg a
szamok sorrendjétol, azaz:

(m,n) = (n,m) és [m,n] = [n,m].
A ITla, ITIb axiomak is fennallnak hiszen mér az I. osztalyban bizonyitottuk, hogy

(m, (n, k)) = ((m,n), k) és [m, [n, kH = [[m, n), k}
A IVa, IVDb axiémak teljesiilését is konnyen belathatjuk annak alapjan, hogy két szam legnagyobb kozos osztdja nem
nagyobb, mint a két szdm barmelyike, és két szam legkisebb kdzos tobbszorose nem kisebb, mint a két szdm barmelyike.



Tehat a haloaxiomék teljesiilnek, maris lattunk egy ,,é16” halot. Ebben a haléban — az 1799. gyakorlat szerint —

még az alabbi két Osszefiiggés is igaz:
(m, [, k]) = [(m, n), (m, k)} és [m, (n, k)} = ([m, n], [m, k])
Ezek az Gsszefiiggések a halok altalanos nyelvén igy irhatok:
Va xA@yVz)=(xAy)V(zAz) Vb xV(yAz)=(xVy) A(zVz)

Az Va, Vb 0Gsszefiiggések a két halomiiveletnek — a valos szamok szorzasinal és Osszeadasanal ugyancsak ismert
— disztributiv tulajdonsidgat mondjak ki. Az olyan hélokat, amelyekben az Va, Vb tulajdonsigok is teljesiilnek,
disztributiv hdloknak hivjak.

Lassunk tovabbi példakat halokra!

1. Legyen H az egészek halmaza és legyen a k, [ egészekre

kEVi=max(k,l), illetve kAl =min(k,l).

2. Alljon H az ,igaz’ és ,hamis” elemekbdl, A és V legyenek a logikdban szerepld ,,és”, illetve ,,vagy” miiveletek,
azaz az alabbi mivelettablak irjak le a A, illetve V miveleteket:

A igaz hamis \% igaz hamis
igaz igaz hamis igaz igaz igaz
hamis hamis hamis hamis igaz hamis

3. Legyen M egy halmaz, alljon H az M 0Osszes részhalmazaibdl, az iires halmazt is beleértve. Ekkor H-nak
A, B elemeire (melyek M-nek részhalmazai) legyen AANB = ANB é AV B = AU B. Az igy kapott halot M
részhalmazhéléjanak szokas nevezni.

4. Legyen H a [0, 1] intervallumon értelmezett valos fliggvények halmaza. Tetsz6leges H-beli fi és fo elemekre
(fiiggvényekre) legyen fi A f2 az a h, amelyre h(z) = min (f1(z), f2(z)), ha 0 < o < 1, illetve f1 V f2 az a g, amelyre
g(x) = max (fi(z), fa(x)), ha 0 S = < 1.

Az olvas6 maga konnyen ellendrizheti, hogy a felsorolt példak valoban halok.

Tovébb vizsgélva kiindulési példankat, (N, (), [ ] )-t, észrevehetjiik, hogy az 1 specialis tulajdonsaga szam:
barmely természetes szdmnak és 1-nek a legnagyobb kozos osztdja 1, azaz: (n,1) = 1, amit a halok nyelvén felirva:
VIa X A o= o.

Altalaban, ha egy haléban van olyan o elem, hogy tetszéleges  H-beli elemre VIa fennall, akkor a halot nullele-
mesnek hivjak. Ha van ilyen o, azt (vagy azokat) a halo nullelemének mondjak. Tehat (N, (), ]] ) nullelemes halo,
nulleleme az 1.

Lehet-e egy haloban tobb kiilonbo6zé nullelem? Tegyiik fel, hogy o1 és oo nullelemek. Ekkor oi-re és o;-re teljesiil
Vla, azaz

0o N0o1 =01 €s 01 A\o0y=o09.

De ITa miatt oa A 01 = 01 A 09, igy 01 = 09, vagyis a két nullelem azonos. Tehat egy héaloban legfeljebb egy nullelem
lehet.
Az eddigi axioméak és tulajdonsagok olyan pérokat alkottak, hogy egy-egy péar 2 tagja hasonlo tulajdonsagot
mondott ki a A jilletve V miiveletre. Ennek alapjan felirhatjuk a VIa tulajdonsag ,,parjat”:
VIb rVe=e.

Ha egy haloban van olyan e elem, hogy tetszéleges x H-beli elemre VIb fennall, akkor a halot egységelemesnek hivjak.
Ha van ilyen e, azt (vagy azokat) a halo egységelemének mondjak. Kénnyen lathato, hogy a (N, (), 1] ) haloban
nincs egységelem. — Ahogyan azt belattuk, hogy egy haloban legfeljebb egy nullelem van, ugyantugy belathato, hogy
egységelem is legfeljebb egy lehet.

A (H,A,V) halo véges, ha H véges sok elembdl all. Ha (H, A, V) egy véges halo, akkor van benne egységelem
és nullelem is. Alljon ugyanis H az zi,...,x, elemekbdl. Ekkor az Ia, IIa, IIla, illetve Ib, IIb, IIIb axi6mak
felhasznalasaval belathato, hogy

(((xl A x2) /\;103) /\) A z,, nullelem,

(. .. ((xl V xe) V x3) V.. ) V x,, egységelem.

Egy halo végessége tehat elégséges, de nem sziikséges feltétel arra, hogy a haléban legyen egységelem és nullelem.

Az itt felsorolt tulajdonsdgok mellett még nagyon sok minden mondhat6 a halokrol. Mindenki maga is felfedezhet
vagy gyarthat tovabbi halokat, és azokat vizsgélva tjabb tulajdonsigokat bizonyithat be. A halokrol tovabbi ismeretek
és feladatok talalhatok Dr. Szdsz Gabor: Haloelmélet c. szakkori fiizetében (Tankonyvkiado, 1978).



Gyakorlasul szolgélhatnak a kovetkezo feladatok (megoldéasuk a szerkesztGségbe kiildhetd, a legjobb megoldasokat
jutalmazzuk):

1. A fenti 1-4. példéak koziil melyek a) disztributiv, b) egységelemes, ¢) nullelemes, halok?

2. Hogyan lehetne az (N, (), | ]) halot tovabbi elem (elemek) hozzavételével egységelemessé tenni?

3. Adjuk meg az Gsszes, legfeljebb 4 elemi hélot.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha e egységelem, o nullelem, akkor tetszéleges x elemre: x A e = x, valamint x V 0 = z.

5. Az abra egy hivatal felépitését szemlélteti: a pontok embereket jelolnek, a pontokat 0sszekots vonalak az emberek
kozotti ,, fénok—beosztott” viszonyt. Ha egy X pontboél mindig lefelé haladé torott vonalon el lehet jutni az Y ponthoz,
akkor Y az X-nek beosztottja és X az Y-nak fénoke.

igazgato
ig.helyettesek

P e e e

Latjuk, hogy ennek a hivatalnak két tetsz6leges dolgozoja nem mindig van f6nck—beosztott viszonyban, ilyenkor
magasabb ranganak mondjuk azt, akinek a pontja foljebb levs sorban van. (Természetesen a f6nok is magasabb ran-
ga, mint a beosztottja.) A felrajzolt hivatal olyan, hogy barmely 2 ember koziil vagy egyik beosztottja a masiknak,
vagy pedig van legalabb egy kozos fénokiik és legalabb egy kozos beosztottjuk, és kdzos fénokeik kozt van pontosan
egy legalacsonyabb rangu, illetve kozos beosztottjaik kozt van pontosan egy legmagasabb rangi. A kozos f6nokok
koziil a legalacsonyabb ranginak a megkeresése kétvaltozos mivelet, agyszintén a kozos beosztottak koziil a legmaga-
sabb rangtunak a megkeresése is. (Ezekben a miveletekben egy embert 6nmaga f6nokének tekintiink, egyben 6nmaga
beosztottjanak is.)

Mutassuk meg, hogy ezzel a két miivelettel a hivatal felépitése halot alkot, tovabba keressiik meg az egységelemet
és a nullelemet. Rajzoljuk fel kiilonb6z6 tipusu hivatalok diagramjat!

6. Az 5. feladat abrdjanak mintajara rajzoljuk fel az M = {1,2,3} halmaz részhalmazhaléjanak diagramjat !



