A holland Maurits Cornelis Escher (1898 — 1972) mitivészete megannyi talanyt rejt magaban. A Kozépiskolai Ma-
tematikai Lapok matematikus-grafikusmivésznek nevezte az 1982. feladatban (50. kotet, 3. szam). Vajon tényleg
matematikus volt? Igen is, meg nem is. Foglalkozasa, végzettsége szempontjabol semmiképpen (a hollandiai Haarlem-
ben az Epitészet és Diszitomivészet Foiskolajat végeste el). Grafikait nézve sokan mégis ,matematikusnak” tartjak.
Egyik kijelentése szerint a matematikusok kozelebb allnak hozza, mint a mivészek. S6t tovabbmenve: a geometriai
kristalytan egyik teriiletén bizonyos értelemben ,megel6zte” a tuddsokat: a szines szimmetridk elméletének — a maga
miivészi modjan — felfedezGje, attordje volt.

Escher ,matematikai miivészetének” alapja nem matematikai tanulményai, hanem egy kiilonos intuitiv at. A kezdet
talan a mor diszité6mivészet tanulmanyozasa lehetett, amelynek geometrikus motivumai, absztrakt alakzatai, szimmet-
ridi igen érdekesek. (Az iszlam vallas tiltja az alakos abrazolast.) Escher Spanyolorszagban az Alhambra a cordobai
mecset fal- és padlomintairol sok vazlatot készitett, majd ,tovabb jatszott” a téméval. Ismétl6dé motivumnak mar nem
absztrakt alakzatokat, hanem hol Pegazusokat (a gorog mitologiaban a muzsék szarnyas lovai — lasd az 1. abrat), hol
lovasokat vagy bogarakat, maskor gyikokat stb. valasztott. Ezek Eschernél hézagmentesen és egyrétiien illeszkednek és
igy (definicio6 szerint) mozaikot alkotnak. (H. S. M. Coxeter: A geometriak alapjai c. kdnyvében — Miszaki Kényvkiado,
1973. 72 — 74. old. — réviden Escherrel is foglalkozik, és ott tovabbi két ilyen tipusiu rajz taldlhato. Ezek lényegében
ugyanagy ismétlédnek, ugyanolyan rendszer szerint illeszkednek egymashoz, mint bizonyos kristalyok (persze itt egy
térbeli problémakor sikbeli analogjarol van szo). Ez az, ami miatt tébb matematikus, krisztallografus (kristalytannal
foglalkozo), fizikus, kémikus, geologus is felfigyelt a mivészre. Escher sokat foglalkozott az ilyen ,periodikus” rajzok
modszeres kiszinezésével: az egybevago figurdkat meghatarozott rend szerint kiilénboz6 szintre festette. Kiilonosen
sok ,fekete—fehér” rajzot készitett (az 1. dbran és Coxeter konyvében is ilyenek lathatok), de tobbszinteket is. Ez a
szinezés a kristalytanban annak felelhet meg, hogy a formailag egybevago kristaly-poliédereknek eltérd fizikai tulaj-
donséagai vannak. Kiilonosen fontosak a fekete-fehér (kétszint) rajzok, gondoljunk csak a kétféle magneses polusra, a
kéttéle elektronspinre (tn. paralel és antiparalel spinbeéllast feltételezve). Eschert nem ezek a természettudomanyos
szempontok vezették, hanem a mivészi elképzelései, ,,jaték” a formakkal és a szinekkel. Igy teremtette meg az un.
szines szimmetriak elméletének alapjaitH

1. dbra

Azok kedvéért, akik részletesebben érdeklédnek ez utébbi témakor irant, roviden elemezziik az 1. dbrat. Képze-
letben tételezziik fel, hogy a minta az egész sikra kiterjed. Egyel6re tekintsiink el a szarnyas lovak kétféle szinétdl;
mindegyiket gondoljuk pl. fehérnek. Altaldban egy minta szimmetriaoperacidinak nevezziik azokat az egybevagosagi
transzforméciokat, amelyek a mintat ,Onmagaba’” viszik, azaz esetiinkben minden 16 pontosan egy masik 16 helyébe ke-
riil. (Ugyancsak hasznalatos erre a szimmetriamtvelet, szimmetriaoperator elnevezés is.) A helybenhagyéast (identitast)
is szimmetriaoperacionak tekintjiik.

Konnyen belathato (tegyiik ezt meg!), hogy a mostani mintankhoz megadhato egy a és egy b vektor a kovetkezskép-
pen: barmely 16 atvihet§ barmely 16ba oly médon, hogy kézben az egész minta 6nmagaba menjen at. Ez egy na+ mb
vektorral torténd eltolas segitségével teheté meg, ahol n és m alkalmasan vélasztott egész szamok. Ugy is fogalmazha-
tunk, hogy esetiinkben az Osszes szimmetriaoperacié megkaphat6 az a és a b vektorral vald eltolasok megfelels szami,

! Ezzel a két épiilettel kapcsolatban 1. pl. a ,Miialkotasok elemzése” c. IV. gimnazista tankdnyv 262 — 263. oldalat.
2 Az itt kozolt reprodukeiok a Kvant c. szovjet folyoiratbol valok.



egymas utani alkalmazaséaval (na + mb alaku eltoléas). Szokas ilyenkor azt mondani, hogy az a és a b eltolés ,,general-
ja” valamennyi szimmetriaoperaciot. Mas, bonyolultabb szerkezet mintak szimmetriaoperacidinak generalasdhoz néha
bizonyos forgatas, tiikrozés, csusztatva tiikrozés — (egy egyenesre vonatkozo titkrozés és ugyanazon egyenes iranyaban
végrett eltolas egyméas utani alkalmazédsa) — is sziikséges lehet. Akik valamennyire jartasak a csoportelméletben, B
belathatjak, hogy egy minta szimmetriaoperaciéi mindig csoportot alkotnak, az egység- vagy neutralis elem éppen
az emlitett helybenhagyas. A szoban forgo ,,generalas” a csoport generalasa. Az ismétlédések rendszere szempontja-
bol lényegében 17 olyan kiilonboz6 mintatipus létezik, amelyhez tartozé mintak az egész sikra kiterjednek (ezek a
kétdimenzios kristalytani vagy szimmetria-csoportok). Ezt el6szor J. Sz. Fjodorov orosz krisztallografus-matematikus
bizonyitotta be 1891-ben, amit 1924-ben téle fiiggetleniil P. Niggli és a magyar szarmazasia Pdlya Gydrgy ,ujra” fel-
fedezett. A térben mar sokkal bonyolultabb a helyzet: 230 kristalytani tércsoport vagy Fjodorov-csoport van, amelyet
szintén Fjodorov adott meg elsének. Téle ugyancsak fiiggetleniil, vele majdnem egyidében Schinfiess német és Barlow
angol tudosok is hasonl6 eredményre jutottak. Akik ezen problémakor irant matematikusi (ill. fizikusi) szempontboél
érdeklédnek, Coxeter mér emlitett konyvét, ill. Ch. Kittel: Bevezetés a szildrdtestfizikaba (Miszaki Konyvkiado, 1966)
c. munkajat ajanljuk. A 17 sikbeli csoporttal kapcsolatosan érdekes anyag taldlhaté L. March—Ph. Steadman: Geomet-
ria az épitészetben c. konyvében (Miszaki Kényvkiado, 1975), de a legjobban talan Fejes Tdth Laszlo: Regular Figures
(Pergamon Press, 1964), ill. Regulire Figuren (Akadémiai Kiado, 1965) c. angolul és németiil kiadott konyvébol lehet
megérteni.

Térjiink vissza most az 1. abran lathato mintara, de most mar figyeljiink a szinekre is. A korabban leirt szimmetria-
operéacidk kozott vannak olyanok, amelyek fehér lovat fehérbe, feketét feketébe visznek, mésok viszont felcserélik ezeket.
Ez utobbi esetben fekete—fehér vagy antiszimmetria-operaciokrol beszélhetiink A. V. Subnyikov, (1887 — 1970) szovjet
krisztallografus nyoman; ekkor a geometriai egybevagosagi transzformécié még nem viszi 6nmagaba a mintat, ahhoz
meég egy (nemgeometriai) szincserélési operaciora is szitkség van. Mig korabban (egyetlen szin esetén) 17 kiilonb6z6
mintatipus létezett, most mar 46, s6t bizonyos elfajuld eseteket is figyelembe véve 80 fekete—fehér mintatipusrél be-
szélhetiink (kétdimenzios fekete—fehér szimmetria csoport vagy Subnyikov-csoport, de hasznalatos — éppen az emlitett
fizikai kapcsolat miatt — a magneses csoport elnevezés is). Természetesen annak nincs jelentSsége, hogy fekete és fehér
szinekrdl beszéltiink, barmely két kiilonb6z6 szin megfelel, erre utal az ugyancsak hasznélatos kétszind vagy dikroma-
tikus csoport elnevezés. A térben 230 helyett 1651 a megfelel§ csoportok szama az elfajulo esetekkel egyiitt. Escher
munkassiganak egyik legnagyobb érdekessége, hogy az emlitett sikbeli fekete—fehér csoportok nagy részének mintéit
szisztematikusan vizsgéalta még a Subnyikov-féle tudoméanyos megkdzelités elGtt.

2. abra

3 A csoport fogalméat jol megérthetjiik pl. Csdkany Béla: Otto J. Smidt csoportelméleti problémdja c. cikkébsl, KoMal 49. kdtet 2. szam.
(Eppen ebben a szamban szerepelt az az Escher rajz, amelyhez az 1982. feladat kapcsolodik s amely a 2. 4brankon lathato.) A Kozépiskolai
Szakkori Fiizetek Csoportelmélet cimd konyvecskéje (TankOnyvkiado, 1974) kifejezetten a geometriai transzformaciokbol indul ki; igy
témankhoz igen hasznos.



Kristalyrdes

Escher késébb egyre jobban vonzédott a matematikai és természettudomanyos témakhoz. Biztos szerepe volt ebben
annak is, hogy tobb tudos (koztiik pl. Coxeter) keresett vele kapcsolatot, matematikai és kristalytani kongresszusokra
hivtak meg kiallitani. Rajzain géombok, spirdlok, Mobius-szalagok tiinnek fel, méaskor kiilonos térszemlélete kelt meg-
hokkenést. Igy érthets, hogy tobb tudomanyos munkiban is talalkozhatunk Escher rajzaival. Sajnos, lapunk keretei
nem teszik lehetévé, hogy t6bb reprodukciot kozoljiink, ezért felhivjuk a figyelmet néhany olyan hazai kiadvanyra,
amelybdl elég sok grafikdjaval ismerkedhetiink meg. A Természet Vildga 1975. évi 9. szdméaban jelent meg Nagy Dé-
nes: M. C. Escher ,természettudomdnyos” mivészete cimi cikke. (Ennek végén egy igen részletes irodalomjegyzék is
szerepel.) A Galaktika 12. szamat Escher-rajzokkal illusztraltak. Székely Gabor: Matematika és miuvészet (Delta, 1975.
6. szam) cimd munkajaban néhany olyan Escher-vazlat lathato, melyek a mar emlitett Alhambraban késziiltek. Tobb,
az utobbi idében megjelent tudomanyos kényvben szerepel Escher egy vagy két rajza pl. Ju. A. Grejder: Egyenldség,
hasonldsdg, rendezés (Gondolat, 1975. 153. old.), E. H. Gombrich: Mivészet és illizio, A képi dbrdzolds pszicholdgidja
(Gondolat, 1972. 224. old.), R. L. Gregory: Az értelmes szem (Gondolat, 1973. 51-52. old.).

Megjegyezziik, hogy a mivész legismertebb albuma a The Grafic Work of M. C. Escher, mely t6bb holland, angol,
amerikai, német, francia kiadast ért meg. Kiilon érdekessége, hogy a mivész minden rajzhoz révid magyarazatot is
fiz. Egy masik album a The World of M. C. Escher, ugyancsak tobbféle kiadasban jelent meg, s amelyben néhény
rajz, vazlattanulmany is szerepel. Ebben talalhato Eschernek és néhany tudosnak — koztiik Coxeter-nek — a mivésszel
foglalkoz6 cikke is. A szimmetridk szempontjabol azonban sokkal izgalmasabb C. H. MacGillavry krisztallografus
Symmetry Aspects of M. C. Escher’s Periodic Drawings (a kiadé A. Oosthoek’s Uitgeversmaatschappij NV, 1965)
cimd konyve, Escher elGszavaval és 42 grafikijaval. Ez a munka még kiilfoldon is elég ritkasag, bizonyara segiti az
elérhetGséget a kozelmultban megjelent 2. holland és a Fantasy and Symmetry cimmel megjelent amerikai kiadas.
Sajnos, hazdnkban a most emlitett albumok és konyvek aranylag nehezen hozzaférhetSk (a Komal szerkesztGsége sem
rendelkezik veliik).

Escher mivészetének egy méasik matematikai szempontbdl figyelemre mélté teriilete az ,@rdekes” poliéderek. Ide
tartozik az a munka, amelyhez az 1982. feladat is kapcsolodik.

Nagy Dénes



