Feladatmegoldasban iigyes tanulok felkésziiltségének és képességének felmeérésére elGszor husz évvel ezelGtt, és
azota is tobbszor kittiztem azt a feladatot, amelyrél ez a cikk szél. Nemcsak versenyre késziils kézépiskolasokat, hanem
egyetemi hallgatékat is probara tettem vele. Egyszer sem kaptam meg azt, amit vartam; altalaban hosszadalmas
és nehézkes megoldasokat adtak még azok is, akik maskor kitiintek otletességiikkel. Eppen ezért tgy vélem, hogy a
sziikséges elGismeretek, az egyszerd megoldas kozlése, az alkalmazott médszer elemzése tanulsdgos lehet azok szadmara
is, akik mar sikeresen szerepeltek versenyeken.

A probléma. — Az euklideszi sikbol egy jol meghatarozott, 4j ,,sik"-nak nevezett alakzatot szdrmaztatunk.

Az euklideszi sik pontjait az 0j ,,sik"-on is pontoknak tekintjiik. Az ,egyenesek” szerepét azonban az euklideszi
sik bizonyos parabolai és egyenesei jatsszak. Olyan ez a ,,sik”, mint az euklideszi sik gorbe tiikérben mutatkozo képe;
némelyik egyenes képe elgorbiil. Most részletezziik, hogy az 4j ,,sik"-on mi jatssza az ,egyenes’ szerepét. A sikbeli

mozgasok koziil az eltolasra vonatkozo tudnivalok a kdvetkezdk: A sik dnmagaban valé minden eltolasdhoz egy-egy
vektor, eltoldsvektor tartozik. A sik minden pontjanak kezdGhelyzete és eltolas utani véghelyzete ugyanazt a vektort
szolgaltatja, ez a szoban forgo eltolas eltolasvektora. A sik onmagaban vald eltoldsai, mint elemek, egy halmazt alkot-
nak, ezt a halmazt ©-val fogjuk jelolni, egy-egy elemét gorog kisbettvel (példaul 7 € ©). A sik egy rogzitett pontja
legyen az O. A sik O kezd6ponttu vektorai, mint elemek, egy T halmazt alkotnak. Ennek elemeit latin kisbettikkel
jeloljik (péeldaul t € T). A mondottak szerint © és T kout egy-egyértelmii megfeleltetés (bijekcio) all fenn, amit hiba
volna azonossagnak tekinteni.

1. dbra

Legyen az euklideszi sik egy rogzitett paraboldja p, annak szimmetriatengelye az y egyenes. Egy 7 eltolas vigye at
a parabolat a p” paraboldba, az y egyenest a vele parhuzamos y” egyenesbe.

Az 4j ,sik"-on az ,egyenesek"-et az ily modon szarmaztatott p” és y” vonalak képviselik; mig a 7 végigfut a ©
Osszes elemein, elGallnak a ,,sik” egyenesei”. Ezért fogjuk a X' euklideszi sikbol igy szarmaztatott sikot X ©_val jeldlni.
A ¥ és X9 kozti viszonyt az 1. abra A és A® része kdzti viszony érzékelteti.

Az euklideszi A &branak az A® abra egy torzképe: mert bizonyos euklideszi viszonyok némelyikét a tiikorkép
eltorzitja. Példaul az A abra A, O, B, C pontjai az f egyenesen vannak, az A® abran az A, O, B, C képpontok
ugyancsak az f képegyenesen helyezkednek el. Ugyanakkor a v egyenes meréleges az x egyenesre, de a ¥ képvonal nem
mer6leges az © képvonalra. Vagyis a kép az illeszkedést tiikrozi, de a merdlegességet elrontja.

Most mar megfogalmazhatjuk a bevezetésben emlitett feladatot:

1. Bizonyitando, hogy a X egy affin sik.

2. Eldontendd, hogy ezen az affin sikon érvényes-e a haromszogpérra vonatkoz6é Desargues-tétel.

A sziikséges el6ismeretek. Elgszor L. Euler (1707 — 1783) kezdte vizsgalni mas tulajdonsagoktol elkiilonitve az
euklideszi sik olyan tulajdonsagait, amelyek siknak sikra valé parhuzamos vetitésével a vetiiletre is atoroklsdnek. O
nevezte el az ilyen tulajdonsagokat affin tulajdonsagoknak. Masfél évszazad mulva megdjult a téma iranti érdeklédés
(aminek egyik oka bizonyos fizikai problémak tisztézasara torekvs kutatomunka volt); igyekeztek olyan egyszerd, de



kellgképpen erds axidmarendszert talalni, amelybdl az affin sik tulajdonsagait kifejezd minden lényeges tétel levezethetd.
Igy bontakozott ki az affin sik (affin geometria) mai fogalma.

Az affin sik egy nem iires ponthalmaz, amelyet bizonyos (egyeneseknek nevezett) részhalmazai altal geometriai
alakzatta szerveziink, mégpedig tgy, hogy teljesiiljenek a kovetkezs axiomak:

A;: A sik tetszdlegesen adott két (kilonbozd) pontjdt egyardnt tartalmazo egyenes létezik, és csak egy ilyen egyenes
van.

As: Egy tetszdlegesen adott pontot tartalmazo egyenesek halmazdban egyetlenegy olyan egyenes van, amely e pontot
nem tartalmazo, kilonben tetszdleges egyenesnek semelyik pontjat sem tartalmazza.

As: Van olyan hdarom pont, hogy azok mindegyikét semelyik egyenes sem tartalmazza.

Ezekre az axiémékra roviden az Osszekotés, a parhuzamossag, a haromszog axiomaja néven utalunk. Ezek az
axiomak az euklideszi sik néhany szemléletesen nyilvanvalo tulajdonsagat fejezik ki a halmazok elvont nyelvén. Ezért
vilagos, hogy e harom axiémabol all6 axiémarendszer nem ,iires” definicio, de majd meglatjuk, hogy nemcsak az
euklideszi sikot jellemzi. Affin sik minden olyan szervezett ponthalmaz, amelyre nézve ez az axiémarendszer teljesiil.

A Descartes-féle koordinata-geometria modszere lehetGvé tette az euklideszi geometria leirdsat algebrai modsze-
rekkel. Hajlékony eszkozzé valt a geometriai probléméak megoldasdban. Természetesnek latszik az a torekvés, hogy az
A, Ay, Az axiomakkal definialt sikon is valami hasonlé moédszert talaljunk. Tudjuk azonban, hogy a Descartes-féle
koordinatafogalom az euklideszi geometria olyan fogalmaira épiil (példaul a tavolsag és a merclegesség), amelyeknek
az affin sikon nincs értelme. Mégis sikeriilt a koordinatafogalmat agy altalanositani, hogy az mar az affin sikon is értel-
mezhetd, vagyis az euklideszi metrikatol fiiggetlen. Ebben az 1j fogalomalkotasban donté szerephez jut G. Desargues
(1593 — 1662) egy régen ismert tétele. Ez a tétel az affin sikra nézve a kovetkezképpen fogalmazhato:

Legyen a sik hat, paronként kiilonb6z8 pontja A, B, C; A, B, C’, mégpedig olyan helyzetben, hogy se az els6 harom,
se az utolso harom ne essék egy egyenesbe. Ezekre vonatkozik a széban forgéd (réviden) D-tétel:

Az AA, BB, CC egyenesek akkor és csak akkor taldlkoznak egy pontban, vagy parhuzamosak, ha

(i) ez ABNAB =C, BOCNBC = A, CANCA = B metszéspontok egy egyenesen vannak; vagy

(ii) a hdarom egyenespdr kozil az egyiknek az egyenesei pdrhuzamosak a mdsik kettével meghatdrozott metszéspon-
tokat 0sszekdtd egyenessel; vagy

(i) mind a hdrom pdrt parhuzamos egyenesek alkotjik, vagyis AB || AB, BC | BC, CA || CA.

D. Hilbert (1862 — 1943) észrevette és bebizonyitotta, hogy az 1j koordinataforgalom a D-tétel egy gyongébb
valtozatéra is felépithets. Ezt a tételt D*-gal jeloljik:

Ha az ABC és ABC hdromszig helyzete olyan, hogy az AA, BB, CC egyenesek egqy S pontban taldlkoznak, vagy
parhuzamosak, tovdbbd ha AB || AB és AC' || AC, akkor BC' || BC' (Ezt szemlélteti a 2. dbra jobb és bal oldali képe.)

Ebbél a gyonge D*-tételbsl a D-tétel levezethets. Felvetddik a kérdés, hogy az affin sikot definialé axiémarend-
szerbdl levezethetG-e a D*-tétel. Hilbert bebizonyitotta, hogy nem vezethet6 le, mert van olyan affin sik, amelyen
a D*-tétel nem érvényes. Késgbb Hilbert bizonyitdsat tobben is egyszertsitették, és F. R. Moulton 1902-ben egy
zseniélisan egyszeri bizonyitast kozolt.

Erthets, hogy ezek utan tovabbi axiémaéval bévitették az affin sikot definialé axiomarendszert, avégett, hogy a
sikon a koordinatak bevezetése lehet6vé valjék. Ez a tovabbi axiéma a kovetkezs:

Ay: A sikon érvényes a D*-tétel.

Az A4, Ag, A3, A, axiomarendszerrel definidlt specialis affin sikot Desargues-féle affin siknak nevezziik.

A geometria tanitasanak kozépiskolai programjaban szerepel ugyan a geometriai transzformaciokat alkalmazé gon-
dolkodasmod kialakitasa és fejlesztése, azonban az e célra szolgalé ismeretanyag nagyon szegény, a gondolkodas fej-
lesztésére szant témak alacsony szinvonaliiak és érdektelenek. Még a linearis transzforméciok koziil is csak a legspeci-
alisabbak szerepelnek, s6t azok is csak hidnyos, szétesé feldolgozéasban.

A transzformaciora tdmaszkodé gondolkodasmod erejének érzékeltetése céljara a kovetkezGkben egy egyszertd, nem-
linearis transzformaciét ismertetiink.



Legyen az euklideszi sikon egy rogzitett Descartes-féle koordinata-rendszeriink. Arra vonatkoztatva tekintsiink egy
(z, y) targypontot és egy o transzforméacié szerint e ponthoz rendelt (&, y) képpontot. Most a ¢ transzformaciot a

(1) T=ux,
g=a>+y

utasitassal definialjuk. Az (1)-bdl vilagos, hogy a sik minden pontjanak van képe, mégpedig egy pontnak egy képe van.
Az (1)-b6l kénnyen kovetkezik

(2) T =1,
Yy = _jj2 +y7

amibdl pedig az vilagos, hogy a sik barmely (&, ) pontja képpontnak tekinthetd, mert van Gse, mégpedig egy, az (x, y)
targypont. Az ilyen tulajdonsigu transzforméciot bijektivnek mondjuk.
Most egy latszolag hasonld példat tekintiink, az

(3) #* =2+,
y=uxy

utasitassal definialt o transzformaciot. Ez egyrészt olyan, mint a o, mert o szerint is az euklideszi sik minden pontjanak
van képe, mégpedig egy pontnak egy képe van. Masrészt azonban nem olyan, mert nem igaz, hogy minden pont
képpontnak tekinthets. Példaul a (—1, —1) pont semelyik pontnak sem képe. Az sem igaz, hogy ha egy pontnak van
Gse, akkor csak egy Gse van. Példaul a (25, 12) pontnak 4 &se van: (3, 4), (4, 3), (=3, —4), (=4, —3). A o tehat nem
bijektiv transzformacio.

A p és o transzformacié kozti kiilonbség — vagyis az, hogy a o egy-egyértelmid, mig a o csupan egyértelmii —
abbol ered, hogy az Gket definiadlé algebrai utasitas alkata mas. A o esetében a képpont koordinatai a targypont
koordinatainak racionalis fliggvényei. Az ilyen transzformaciot raciondlis transzformdcionak nevezziikk. A p esetében
az is igaz, hogy a targypont koordinatai a képpont koordinatainak raciondlis fiiggvényei, ami pedig a o esetében nem
igaz. Ezért a o-t biraciondlis transzformdcionak nevezziik.

A biracionélis transzformaciok elmélete az un. algebrai geometria egy gazdag és fontos fejezete. Ezt az elméletet
(1863-ban) L. Cremona dolgozta ki, ezért nevezik a biracionalis transzforméciot Cremona-féle transzforméacionak is.

Most megyvizsgaljuk, hogy milyen hatassal van a ¢ transzformacio a sik egyeneseire. A transzformaciora nézve fizpont
az olyan pont, amely a képével egybeesik. Kénnyd belatni, hogy az y-tengely minden pontja fixpont, és mas fixpont
nincs. Ebben az értelemben mondhatjuk, hogy ennek az egyenesnek a képe 6nmaga. Hasonléképpen az y-tengellyel
pérhuzamos barmely egyenesnek a képe Onmaga, mert a ¢ transzformacié az egyenesen levé pont elsé koordinatajat
nem valtoztatja meg. Ha azonban x # 0, akkor az y-tengellyel parhuzamos egyenesen levé barmely pontnak a masodik
koordinatajat megvaltoztatja; tehat az ilyen egyenesnek ugyan énmaga a képe, de nincs egy fixpontja sem. Az egyenest
a transzformaciora nézve invarians egyenesnek mondjuk, hogyha a képével egybeesik.

A sik tObbi [ egyenesének az egyenlete

y=mx—+h

alaki. Az ilyen egyenes pontjainak megfelel§ képpontok alkotjak az egyenes képét. A képvonal egyenletét az [ egyenes
egyenletébdl a (2) szerint kifejezett x és y behelyettesitésével kapjuk:

(4) § = @* +ma + h.

Ez pedig egy olyan parabolanak az egyenlete, amely az y = 2? egyenletii parabolabol egy alkalmas 7 eltolassal
szarmaztathato.

2
Az a 7 eltolas ugyanis, amely a (0, 0) pontot a (—%, —mT + h) pontba viszi at, az
m
T=1— —
2 b)
2
m
C ™
y=y 4 +

utasitassal fejezhets ki. Az y = 22 egyenletii parabola pontjainak a 7 szerinti képpontjai valoban az
2

.+m h_(.+m)2
y 4 - X 2 ]

vagyis
y=4>+mi+h

egyenlet parabola pontjait szolgaltatjak.



A p transzformaci6 alkalmazasa. Vegyiik észre, hogy a ¢ transzforméciérol eddig targyalt tudnivalokkal meg-
kozelitettiik e cikk magvat képezs problemat: a Y€ affin tulajdonsagainak a megéllapitasat és igazolasat. Hiszen az
»egyeneseket” realizdlé vonalakat — egyeneseket és parabolakat — az euklideszi sik egyeneseibdl egy-egyértelmtien szar-
maztathatjuk a g transzformacio segitségével. Az a tény, hogy a X pontalakzat és a X© pontalakzat kizitt létesitett
bijekcio, a o transzformdcio, az egyenesek €s ,eqyenesek” kiézdtt is bijekciot indukdl, fontos és szerencsés eredménynek
mondhaté.

Egy tovabbi fontos tény az, hogy a p transzformacié a targyalakzaton fennallo relaciok némelyikét a képalakzatra
atorokiti. Az ilyeneket a transzforméciora nézve invaridns relacioknak nevezziik. A legfontosabbat az el6z6 targyalas
soran mar lattuk: az illeszkedés a p-ra nézve invarians. Ez azt jelenti, hogy egy képpont akkor és csak akkor van rajta
egy képvonalon, ha a képpont dse rajta van a képvonal Gsén. Az (&, ) képpont ugyanis akkor van rajta a képvonalon,
ha igaz az § = &% + mi + h egyenléség. Ebbol pedig az (1) szerint 22 +y = % +mi + h, vagyis y = ma + h kovetkezik,
ami azt jelenti, hogy a képpont Gse, az (z, y) pont rajta van a képvonal Gsén, az y = ma + h egyenesen. Azt pedig,
hogy az (x, y) pont y = ma + h egyenesen valé elhelyezkedésébdl a képpont képegyenesre valo illeszkedése kovetkezik,
mar (4) levezetésével elintéztiik. Ugyanez a két éllitas az y-tengellyel parhuzamos egyenesek esetében nyilvanvaloan
igaz.

Az illeszkedés invarians voltabol kovetkezik, hogy a pdrhuzamossdg is invaridns reldcid. Persze definialni kell a vona-
lak parhuzamossigat, mégpedig Ggy, hogy az az egyenesek parhuzamosségara mar elfogadott definicioval megegyezzék:
két vonal pdrhuzamos, ha nincs kézos pontjuk. Legyen f, g két egyenes és f , g a o transzformacioval elGallitott keépiik.
Ha f || g, de f és ¢ egy kozos S ponttal rendelkezne, akkor az S Gse, az S pont — az illeszkedés invarians voltanak
kovetkeztében — mind az f, mind a g egyenesen rajta volna, tehat f || ¢

Az invariansokrol sz6l6 ket tételiinket a kovetkezs rovid alakban irhatjuk:

i) PefePef,

() fllgeflg

Tekintsiik most Gjra az affin sikot definialo Ay, A, As és Ay axiémakat. Lényegében véve mindegyik illeszkedésre,
parhuzamossagra vonatkozo allitas. Minthogy pedig ezek a relaciok a ¢ transzforméaciora nézve invaridnsak, azért a
Y-ra érvényes axioma érvényes a X-bol o altal szarmaztathato X©-ra is. Ezzel tehat bebizonyitottuk, hogy a x®
alakzat eqy Desargues-féle affin sik.

Ennek az egyszerd bizonyitasnak a lényege a kdvetkezs harom észrevétel:

A X© alakzat az euklideszi sikbol a o biracionalis transzformacioval szarmaztathato.

Az axiomak illeszkedésre és parhuzamossagra vonatkozo allitasok. Az illeszkedés és a parhuzamossag a o-ra nézve
invarians.

A szoban forgd probléma kiilonféle megoldéasainak Osszehasonlitd elemzése érzékeltethetné a o transzforméacioval
okoskodo eljaras erejét, elényét. E helyett a probara tett tanuldk és egyetemi hallgaték dolgozatait elemezziik. Ebbgl
kideriil, hogy a megoldast produkalé résztvevSk miért tartottak az A4 axioméra vonatkozo kérdés tisztazasat , kiilonosen
nehéznek”.

A megolddok dolgozatainak elemzése. Minthogy més modszert nem ismertek, az analitikus geometria kezdet-
leges modszereit alkalmaztak. A geometriai allitasokat leforditottéak a koordindta-geometria nyelvére, azutan képletrél
képletre valo kovetkeztetés dtjan, ami szétagazd esetek végiggondolasat kovetelte, haladtak a bizonyitando6 allitast
kifejezd képlet felé. Itt az altaluk produkalt megoldas gondolatmenetét csak réviden vazoljuk.

El6szor azt allapitottdk meg, hogy a X/ © alakzat »egyenesét” dbrazolo egyenesnek vagy parabolanak az egyenlete

r=a, iletéleg y=2a%+br+c

alaku. Két ilyen egyenesnek nincs kozos pontja. Egy ilyen egyenesnek és parabolanak mindig van, de csak egy kozos
pontja. Két ilyen,
y=a>+bx+c, y=a>+br+c (c1 #ca)

egyenletd parabolanak aszerint, hogy b1 # ba vagy by = by, egyetlenegy koz0s pontja van vagy egy sincs. Az utobbi
esetben a két parabola barmelyikét szimmetriatengelye mentén eltolhatjuk a masik parabolaba; ebben az esetben
mondjuk, hogy a két parabola parhuzamos egymdssal.

Ez utan harom aritmetikai allitast igazoltak.

1) Ha 1 # @9, akkor az y; = 2% 4 bxy + ¢, és az yo = 23 + bxo + ¢, b, c-ben els6foku egyenletnek (b, ¢)-re egy és
csak egy megoldésa van.

2) Ha b, xg, yo tetsz6legesen adott szamok, akkor az yo = :E% + bxp + c egyenlGségnek egy és csakis egy ¢ szam tesz
eleget.

3) A masodfoku

y=2% y=a°>—-2z, y=2>—4x+4

egyenletek paronként a (0, 0), (2, 0), (1, 1) szamparokat hatarozzak meg.

Az pedig, hogy a Y9 alakzaton A+, Ao, As teljesiil, rendre az 1), 2), 3) kovetkezménye. Ebben a gondolatmenetben
szokatlanul nagy munkat kovetel az A4 igazolasa. A sikeresen dolgozo didkok egyontetiien kijelentették: ,nagyon nehéz”.
Az A, allitdsanak a koordinatak nyelvén vald kifejezése szovevényes, a vele valo okoskodést a bonyolult képletbsl



bonyolult képletre vezets kovetkeztetés megnytjtja. Ezt még tetézi az a kombinacios szertedgazas, ami abbodl ered,
hogy a 2. abran szereplG egyeneseket a Y'© alakzaton egyenesek is, meg parabolak is képviselhetik. A lehetséges
kombinaciok végiggondolasa tovabb novelte a bizonyitas terjedelmét. Ez a megoldasra véllalkozé didkok tobbségét
visszariasztotta, a A4 érvényességét végiil is nem bizonyitottak.



