Elsé feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha p 5-nél nagyobb primszam, akkor az
zt 4% =p
egyenletnek nincs egész megolddsa.

Megoldas. Csak pozitiv egészek jonnek tekintetbe, mert negativokra a
K =a* +47

kifejezés nem is egész, 0-ra pedig 1. Pozitiv paros szdmokra K oszthaté 4-gyel, tehat Gsszetett.
Ha z pozitiv paratlan szam, akkor 2y + 1 alakban irva

4% = 4.4% = 4(2¥)".

Trjunk 2 = 2°7" helyébe z-t, akkor kifejezésiink igy alakithato:

K=a"+4z2 =2 + 42" + 42* - 2% —42?2% = (2% + 222)2 — (222)° =

= (2% +22° 4 222) (2% 4+ 22" — 222) = ((z + 2 + 2)((x - 2 + 2%).

Itt az els6 tényez6 mindig nagyobb, mint 1, mert mindegyik tagja legalabb 1. A maéasodik tényezs pedig csak akkor
lehet 1, ha x = z = 1. Mivel
x=2y+1 z=2Y

igy ez abban az egy esetben kovetkezik be, ha v = 1, y = 0. Ekkor
4% =5,
p azonban 5-nél nagyobb. Igy a feladatban szerepls egyenletnek valdoban nincs egész megoldasa.

Megjegyzések. 1. A bizonyitas a feladat allitdsanal lényegesen tobbet adott, konnyen kiolvashaté bel6le a kovetkezs:
Ha z és z tetszés szerinti egész szam, akkor
N =zt 4+ 421

csak akkor nem Osszetett, ha
x| =1 és z2=0 vagy |z| = 1.

Valéban, mivel x is, z is paros kitevén szerepel, a negativ értékeket abszolat értékiikkel helyettesithetjiik. Ha = = 0,
akkor N = 42z% Gsszetett (z = 0-ra N = 0). Ha pedig z = 0, akkor |z| = 1-te N = 1, |x| > 1-re Osszetett.

2. Az itt hasznalt azonossagon alapult az 1969. évi Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 1. feladatédnak]] megoldéasa.
Erre tobb versenyzd is utalt.

3. Sokan észrevették, hogy ha z paratlan és nem oszthato 5-tel, akkor z* (tiz alapt szamrendszerben felirva) 1-re
vegz6dik, 4% pedig 4-re, tehat x* + 4% oszthato 5-tel és ha x > 1, akkor nagyobb 5-nél. Nem tudtak azonban mit
kezdeni azzal az esettel, ha = az 5 paratlan t6bbszorose.

Masodik feladat. Az ABC hdromszég A-bol indulé sulyvonala a kérilirt kért Ai-ben metszi. Ay tikorképe BC
felezdpontjira As. Ugyanigy képezziik B-bdl, illetve C-bdl kiindulva a Ba, illetve Co pontot.
Bizonyitsuk be, hogy As, Bs, Cs és a hdromszég M magassdagpontja egy koérén van.

I. megoldas. 1. Megmutatjuk, hogy az M magassdgpontnak a BC oldal Fy felezépontjdara vonatkozdé M tikérképe
az ABC' hdromszdg koré irt kéron van, annak éppen az A-val dtellenes pontja.

Ebbé6l mar kénnyen fog kdvetkezni a feladat allitasa.

B és C egymas tiikorképe Fy-re. Ha M kiilénbozik a B és C' csucstol, akkor

M,B|MC ¢  MC||MB,

mert pontra valo tiikrozés egyenest vele parhuzamos egyenesbe visz at (la és b abra). Azonban MC az AB oldalra
bocsatott magassag egy szakasza, M B pedig az AC oldalra bocsatotté, igy

ABM<t = ACMi<« = 900,

tehat B és C rajta van az AM; mint d&tmérs 6lé rajzolt koron. Az ABC haromszog koré rajzolt kor azonban egyértel-
mten meg van hatarozva, igy azonos az AM; atmér6jd korrel, tehat My a haromszog koré irt kornek A-val atellenes
pontja, amint allitottuk.

'Lasd pl. Bakos T. — Lérincz P. — Tusnddy G.: Kozépiskolai Matematikai Versenyek, 1969. 109-110. old.
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1. dbra

Az allitas akkor is igaz, ha pl. M = C (lc. abra). Ez ugyanis azt jelenti, hogy
AC 1 BC,

a haromszog derékszogi. M tiikkorképe Fi-re B-vel esik egybe, és ez valoban az A-val atellenes pont.
2. A bizonyitott tételbdl kovetkezik, hogy Az, B és Cy az M pont merdleges vetiilete a haromszog silyvonalain.
Elég ezt pl. As-re belatni. Ha M; # A, akkor

FilA M<« = AA M« = 900,
mert AM; atmérs (2. abra). Tikrozve Fy-re, kapjuk, hogy
FiAs M < = 90°,

és ezt allitottuk. Ha Ay = M, akkor Ay = M, tehat ekkor is igaz az allitas.

2. abra

Tudjuk, hogy a haromszog sulyvonalai egy ponton mennek keresztiil, a haromszog S sulypontjan. Ha S # M, akkor
Ag, By és Cy az SM atmérdji koron van. Ha S = M — ez csak a szabalyos haromszogre teljesiil —, akkor egybeesik
veliik Ay, Bo és Cs is; és van végtelen sok kor, amelyik mindegyik pontot tartalmazza.

Azt bizonyitottuk tehat be, a feladat allitasan tilmenve, hogy minden haromszogh6z van olyan kor, amelyik &tmegy
Ag-n, Bo-n, Cy-n, a haromszdg magassagpontjan és siulypontjan.

II. megoldas. Jeloljiik a haromszog koré irt kor kozéppontjabol az A, B, C, A1, By, C1, As, B, Cy és M ponthoz
mutat6 vektorokat rendre a, b, ¢, a;, by, ¢, as, ba, c2, ill. m-mel. Koziiliikk az els6 hat hossza egyenls, a kor sugara.
Megmutatjuk, hogy
m=a+b+ec.



Jeloljiik N-nel azt a pontot, amelynek a jobb oldali vektor a helyvektora (3. abra). Ekkor
m = b —|— C7 C@ = b — C.

Ha ezek egyike sem 0 nulla-vektor, akkor merélegesek, mert egy olyan rombusz atlévektorai, amelynek az oldalvektorai
felvaltva +b-vel, ill. £c-vel egyenlk. Vagy mert skalaris szorzatuk:

(b+c)-(b—c)=b-b—c-c:|b|2—|c|2=O.

Az AN egyenes tehat a BC-re merdleges magassag egyenese.

3. dbra

Mivel B és C kiilonb6z6 pontok, igy
b—c#0.

Ha b+ c =0, akkor N = A, s igy ekkor is rajta van N az A-bol hizott magassdgvonalon. Ugyanigy lathatd, hogy N
rajta van a mésik két magassdgvonalon is, tehat azonos a haromszog magassagpontjaval. Ezt akartuk belatni.
Azt, hogy As az A; tiikkorképe a BC' szakasz kozéppontjara, a kovetkezd vektoregyenlGség fejezi ki:

1 1
5(5\1 +ap) = §(b—|—c).

Innen
as =b-+c—aj.

Most mar konnyen lathatjuk, hogy
(]_) MAQ J_AAl R

ugyanis . N
MAy=a;—m=—(a+ay), AA; =a; —a.

a és a; egyenld hosszt vektorok. Ebbdl a fentebbi meggondolashoz hasonléan adodik, hogy vagy M = As, vagy teljesiil
az (1) Osszefiigges. Ebbol pedig kovetkezik a feladat allitasa, amint azt az I. megoldasban lattuk.

Megjegyzés. Erdekes megoldas adodik a feladatra komplex szamok segitségével. A komplex szamok ekdzben csak

A komplex szamokrol a kovetkezdket hasznéljuk fel. Ugyanazok a szamolési szabélyok érvényesek rajuk, mint a
valés szamokra.

A komplex szamok a sik vektoraival szemléltetheték. Ebben a szemléltetésben az Osszeadast a vektortsszeadas
szemlélteti.

Két komplex szdm hanyadosat abrazoldé vektor hajlasszoge a pozitiv abszcisszatengelyhez az oszt6d irdnyszogével
kisebb mint az osztandé irdnyszoge.

A valos szamokat az abszcissza-tengelyen szemléltetjiik, ezek iranyszoge tehat 0° vagy 180° (vagy ezektdsl 360° egy
egész t0bbszorosével kiilonbozhet).



Legyen most mar A, B, C, D a sik négy kiilonb6z6 pontja, a helyvektoraik altal szemléltetett komplex szamok a,
b, ¢, d. Ha a négy pont egy koron van, akkor a CAD< és CBD< vagy egyenls és egyiranyu, vagy 180°-ra egésziti ki
egymast és ellentétes iranyu (4. abra). Ugyanez all tehét a

d—a d—>5

c—a c—b

(2)
komplex szamok irdnyszogére is. Ez azt jelenti, hogy a

d—a d—b (d—a)(c—b)
c—a c—b (c—a)(d—0b)

(3)

hanyados iranyszoge 0° vagy 180°, ez a szam tehat valés. Ez akkor is igaz, ha d = a, vagy ¢ = b. Ez azt jelenti, hogy
legalabb 2 pont egybeesik. Ekkor pedig a pontokon &t lehet kort rajzolni, kivéve ha harom egy egyenesen levé pontunk
van.

4. dbra

Tegyiik most fel, hogy a (3) szam 0-t6l kiilonb6z6 és valds. Ekkor a (2) alatti (komplex) szamok is 0-t6l kiilonbozok,
és iranyszogeik vagy egyenl6k vagy 180°-kal kiilonboznek. Lehet mind a két szam valos, de ha egyik nem az, akkor a
mésik sem az.

Ha mind a kettd valds, akkor A, C és D is, B, C és D is egy egyenesen van, tehat a négy pont egy egyenesen van.
Ha viszont a (2) szamok nem valosak, akkor a szogekre nyert osszefiiggés éppen azt jelenti, hogy ABCD hurnégyszog,
a négy pont egy korén van. A kdvetkezst nyertiik tehét:

A (3) komplex szam akkor és csak akkor valds, ha A, B, C, D egy kéron vagy egy egyenesen van. Az aldbbiakban
ezt fogjuk felhaszndlni.

III. megoldas (komplex szamok felhasznélasaval). Valasszuk a haromszog koré irt kor kozéppontjat a komplex
szamsik 0 pontjanak és az A, B, C, Ay, By, C1, As, By, Co, M pontok abrazoljak rendre az a, b, ¢, a1, b1, ¢1, as, b,
c2, m komplex szdmokat. Ekkor, mint az el6z6 megoldasban, adédnak az

ax=b+c—a by =c+a— by, cc=a+b—qc m=a+b+c
Osszefiiggések. Ha a négy pont egy koron van, akkor a kdvetkezd komplex szam valos:

(az —c2)(b2—m)  (c+er—(ata))(—b+Db1)) (a+a1—(c+c1))(b+b)

(bg —Cg)(ag —m) (C+Cl — (b—‘rbl))( — (a—l—al)) B (b+b1 - (c—i—cl))(a—i—al)'

(4)

Az utolsd tort valos volta viszont azt jelenti, hogy az
a+ai, b+ b1, c+c1 és 0

komplex szamokat abrazolé pontok egy koron vagy egy egyenesen vannak. Az utolsé pont a haromszog koré irt kor
kozéppontja.

Mivel a és a; abszolat értéke (az abrazolé vektorok hossza) egyenls, igy a 0-t, a-t, aj-et és (a + a1)-et abrazolo
pontok egy rombusz cstucsai. Ekkor azonban az (a + aq)-et abréazolé pont az O pont tiikérképe a rombusz méasik két
csticsat Osszekots egyenesre, vagyis az AA; silyvonal egyenesére. Jeloljiik ezt A’-vel (5. dbra), hasonloan a (b + by )-et
és (c + c1)-et dbrazolo B’ és C’ pont az O pont tiikorképe a haromszég B-bdl, ill. C-bél indulé stlyvonaléra.



5. dbra

Nyilvanvalé azonban, hogy O, A’, B', C’ egy koéroén van, mert a harom stlyvonal &tmegy a hdromszog S silypontjan.
Ez a pont tehat mind a harom tiikr6zésnél helyben marad, s igy

SO =SA"=8SB =SC".

Ekkor a (4) tort értéke valos, viszont
a+a;—(c+ep)
b+b—(c+c1)

nem valos, mert A’, B’ és C’ nincs egy egyenesen. Az utolsé tort azonban éppen az

a2 — C2
ba — c2

tort, tehat ez sem valos, Ao, Ba, Co nincs egy egyenesen. Ebben az esetben A, Bo, Cy és M-nek kell egy koron lennie,
és ezt akartuk bizonyitani.

Harmadik feladat. Hdrom iskola mindegyikében n tanuld van. Minden tanulé a mdsik két iskoldbdl egyiittvéve
n+1 tanuldt ismer. Bizonyitsuk be, hogy vdlaszthato a harom iskola mindegyikébdl egy-egy tanuld igy, hogy mindegyikik
ismeri a mdsik kettdt. (Az ismeretségeket kélcsondsnek tételezzik fel.)

I. megoldas. Megkérdeziink mindenkit, hany ismerGse van egy-egy iskolaban. Legyen a legkisebb hallott szam k.
Ez nem 0, mert mindenkinek tobb ismerdse van a méasik két iskolabol, mint ahdny tanulé jar egy-egy iskolaba.

Legyen mondjuk Andras az A iskolabdl egy tanuld, akinek k ismerGse van a B iskolaban; ekkor a C' iskoldban
n+ 1 — k ismerdse van, és k — 1 tanulét nem ismer.

Andras egy B iskolabeli ismerGse, mondjuk Balint legalabb k tanulét ismer a C iskolabol. Ezek koziil legalabb
egy ismeri Andréast is. Ha Csongor egy koz0s ismerds, akkor harmuk koziil mindenki ismeri a masik kett&t. A feladat
allitasa tehat igaz.

Megjegyzés. A feladat allitasa akkor is igaz, ha a feltételt gy moédositjuk, hogy minden tanulénak legaldbbd n + 1
ismerGse van a masik két iskolaban. Ekkor a bizonyitas annyiban médosul, hogy Andrasnak a C' iskolaban legalabb
n+1— k ismerGse van, s igy legfeljebb k& — 1 tanulét nem ismer. A gondolatmenet tovabbi része valtozatlanul érvényes.

Nem vezethetjiik vissza a modositott allitast az eredetire ugy, hogy egyes ismeretségeket figyelmen kiviil hagyunk.
Lehetséges ugyanis, hogy Andrasnak pl. t6bb mint n + 1 ismerdse van a mésik két iskolaban, azonban mindegyik
ismerdse csak n + 1 tanuldt ismer a masik két iskolabol. Ekkor Andras barmelyik ismeretségét figyelmen kiviil hagyva,
volt ismerGsének mar csak n ismerdse marad a masik két iskolaban.

II. megoldas. A megjegyzésben emlitett altalanosabb allitast bizonyitjuk, amelyik szerint:

Ha minden tanulé a masik két iskolaban egyiitt legalabb n + 1 tanulét ismer, akkor kivilaszthaté mindegyik
iskolabol egy-egy tanuld ugy, hogy mindegyikiik ismerje a masik kettét.

A bizonyitast teljes indukcidval végezziik.

Ha torténetesen mindegyik iskoldnak csak 1-1 tanuldja van, akkor a feltétel éppen azt kivanja, hogy mindegyikiik
ismerje a masik kettst.

Legyen most m > 1 és tegyiik fel, hogy minden n < m természetes szamra igaz az allitds, ha az iskolakba n gyerek
jar. Legyen tovabba A, B és C harom iskola, amelyek mindegyikébe m tanul6 jar és mindegyikiik legalabb m + 1
tanulot ismer a masik két iskolabol.



Az A iskola a; tanuldja ismerje a B iskolabol bi-et, 6 a C iskolabol ci-et. Ha ¢; ismeri aj-et, akkor ¢ harmukra
teljesiil a feladat allitdsa. Ha nem, akkor ¢ egy A-beli ismerGse legyen as és folytassuk az eljarast mindig ugyanebben a
sorrendben véve az iskolakat, mig egy olyan tanuléhoz nem ériink, aki egyszer mar szerepelt a felsorolt ismer&sok kozt.
Ez a tanul6 és az utana felsoroltak egy olyan kort alkotnak, amelyben mindenki ismeri a szomszédait és amelyikhez
mindegyik iskolanak ugyanannyi tanuléja tartozik. Legyen ez a szam k. Ha k = 1, ez azt jelenti, hogy teljesiil a feladat
allitasa.

Ha k = m (a kor tartalmazza az Osszes tanulot), akkor valasszunk ki egy tanulot, pl. az A-beli aq-et. A korben
szomszédos B és C-beli tanulok m péart alkotnak, amelyek b;, ¢, (i = 1, 2, ..., m) tanulo6i ismerik egymast. (A 6. abra
a tanulokat ponttal, az ismeretséget OsszekOtéssel szemlélteti.)

»b;
b2z
bey

6. dbra

Mivel a;i-nek a két iskoldban legalabb n+1 ismer&se van, igy legalabb egy par mindkét tagjat ismeri. Ekkor azonban
erre a 3 tanulora teljesil a feladat allitasa.

Ha 1 < k < m, akkor nézziik az iskolaknak a korh6z nem tartozo tanuléit. Minden iskoldban (m — k)-an vannak.
Ha mindegyikiiknek legalabb m — k 4 1 ismer6se van a maésik két iskola megmaradt tanuldi kozt, akkor az indukcios
feltétel szerint kivalaszthato a feladat allitasat kielégité harom tanulo.

Ha pl. az A iskolabeli ay41-nek a B és C iskolaban megmaradt tanulok kozt legfeljebb m — k ismerGse van, akkor a
kornek legalabb k + 1 B-be és C-be jar6 tanuldjat ismeri. Ezeket azonban a kér most k darab ismer&sokbél allo parba
sorolja, s igy a1 ismer legaldbb egy ilyen part. Minden esetben taldltunk tehat a feladat allitasat kielégité harmast.
Ezzel az indukciés bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. Ez a bizonyitas nem alkalmas a feladatnak az eredeti formaban val6 bizonyitasara, mert a bizonyi-
tas mésodik részében, ha minden tanulénak m + 1 ismer@se van, és az iskolanként k£ tanulot tartalmazo kort kivéve, a
visszamaradoé tanulok koziil senki sem ismer a korbél k-nal tobb tanulot, akkor lehetnek, akik a korbél k-nal kevesebb
tanulot ismernek és igy a visszamaradok koziil (m — k + 1)-nél tébbet. Ha viszont bebizonyitottuk ezt az altalanosabb
allitast, az tartalmazza specialis esetként az eredetit is.

2. Nyilvanvaléan nem elég, ha csak annyit tesziink fel, hogy minden tanulénak n ismerése van a mésik két iskolaban.
Legyen minden iskolaban péros szamua tanuld, mondjuk mindegyikben m fia és m lany. Ha az A iskola lanyai ismerik
a B iskolabol a lanyokat, a C-bdl a fitkat, az A-ba jaro fiak a B-bdl a fikat, a C-bdl a lanyokat, tovabba a B-bdl és
C-bdl a lanyok a lanyokat, a fidk a fitkat, akkor mindenkinek annyi ismerGse van, ahany gyerek egy-egy iskolaba jar,
de nincs a feladat kovetelményeit kielégité harom tanulé.

Ha az egy-egy iskoladba jaré tanuldok szama paratlan, akkor nem is lehet mindenkinek pontosan annyi ismerd&se,
ahanyan egy iskoldba jarnak, hiszen akkor mindenkit megkérdezve ismerései szaméarol, minden ismeretséget kétszer
vennénk szamba, viszont paratlan szdmid tanulé mindegyike paratlan szadmid ismerdst emlitene, ami egyiitt ismét
paratlan szamot adna.

3. Felmeriilhet az a kérdés is, hogy megvalosithato-e tetszés szerinti tanuloszam mellett a feladat eredeti feltétele.
A valasz igenls. Egy lehetGség a megvalositasra a kovetkezs. Ha paratlan szamu tanuld, n = 2m — 1 van iskolanként,
akkor sorszamozzuk iskolanként a tanulokat. Az A iskola minden tanul6ja ismerje a B és a C iskola vele egyenld
sorszamu tanuldja utani m tanulot, agy értve, hogy ha a sor végére ériink, akkor az elejérdl folytatjuk. Ekkor a B és
a C iskola minden tanuldja A-bol a vele egyez6 sorszamu tanuld elGtti m tanuldt ismeri. Ismerje tovabbé a B iskola
minden tanuldja C-bél a vele egyez6 sorszamu tanuld utani m tanulot. (Ekkor a C-beli tanulok B-bél a veliik egy
sorszamu tanulé el6tti m tanuldt ismerik.) Ekkor minden tanulénak 2m = n + 1 ismerGse van.

Ha viszont minden iskoldba n = 2m tanulé jar, mondjuk m fiad és m lany, akkor ismerjék egymast a kiilonboz6
iskolabeli lanyok a kiilonb6zé iskolabeli fitkkal, tovabbé az A iskolabeli fitk ismerjék a B iskolabol a veliik egy sorszamu
lanyt, a B-beli fitk a C-beli veliikk egy sorszamu lanyt, és a C-beli fitk az A-beli veliikk egy sorszamu lanyt. Ekkor
mindenkinek 2m + 1 = n 4 1 ismerGse van. Természetesen szamos mas lehet&ség is van a feltételek megvaldsitaséara.



