Hires matematikai feladatok

Egy Eulertdl szarmazo feladat és annak hazai vonatkozdsai

Leonhard Euler (1707-1783) vetette fel 1751-ben azt az elemi geometriai kérdést, hogy az n oldala (sikbeli) konvex
sokszog hanyféleként darabolhato fol haromszogekre olyan atlok segitségével, amelyek nem metszik egymést a sokszog
belsejében (hanyféleként ,haromszogelhet”). Jelolje ezt a szamot H,,. Nyilvan Hs = 1. Kés6bb hasznunkra lesz, ha
Hjy értékét 1-nek definidljuk. Konnyd belatnunk, hogy Hy = 2, Hs = 5. Ha azonban n > 6, akkor egyre bonyolultabb
meghataroznunk a haromszogelések szamat.

A felvetett kérdésre csakhamar maga Euler valaszolt, teljes indukcioval bizonyitva, hogy
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A Pozsony kozelében sziiletett Segner Jdnos Andrds (1704-1777), aki r6vid ideig Debrecenben miik6dott mint
orvos, majd német egyetemeken tanitott, szintén megoldotta 1761-ben a feladatot, és az alabbi rekurziv képletet
kozolte:
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A | rekurzié” a matematikaban gyakran alkalmazott médszer. Jelen esetben azt jelenti, hogy pl. Hoyg kiszamitasahoz
ismerniink kell Hy, H3, ..., Hi9 mindegyikét.

A Segner—féle bizonyitas nem igényel mélyebb matematikai modszereket, és konnyen megérthets. Eljarasa a kovet-
kez6 volt:
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Valasszuk ki az n oldala sokszog valamelyik oldalat — mondjuk 1n-et (v6. dbra) — és tekintsiik ezt egy valamelyik
felbontéshoz tartozd haromszog alapjanak. E haromszog harmadik csticsa legyen a sokszog r-edik szégpontja. Az nlr
haromszog két sokszoget hasit le az eredeti sokszogbdl, ezek koziil az egyik r, a méasik pedig n + 1 — r oldald. Ezek
haromszogeléseinek szama H,., illetve H,11_,. Nyilvanvald, hogy e két sokszog valamelyikének minden felbontasdhoz
hozzarendelheté a masik minden felbontasa. Ezért az r cstcs és az 1n alap rogzitése esetén H, - H, 11—, felbontés
lehetséges. Az Gsszes lehetséges felbontashoz pedig ugy jutunk, ha r rendre felveszi a 2, 3, ..., n — 1 szamokat, és az
igy kapott értékeket osszegezziik. Igy nyerjiik a (2) formulat, amelyben — mint emlitettiik — Hy = H3 = 1.

Segner H,, értékét n = 20-ig ki is szamitotta.

Ezzel azonban nem zarult le az Euler—feladat torténete: az 1956. évi Schweitzer Miklos versenye is kittizték ezt
a kérdeést, felvet§je talan nem tudott a probléma eredetérsl. Hat sikeres valasz kozott szerepelt a kdvetkezd formula:
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L Schweitzer Miklos (1923-1945) jeles matematikus volt, akit szarmazisa miatt az érettségi vizsgalat utan nem vettek fel egyetemre.
6 azonban ezek ellenére — 6nképzés utjan elmélyedt a matematikai kutatdsok modszereiben, és jelentés eredményeket ért el az analizis
teriiletén. Budapest ostroma idején igen fiatalon halalozott el. Emlékének megorokitésére a Bolyai Janos Matematikai Téarsulat 1949-ben
évenként megrendezésre keriils ,,Schweitzer Miklos Matematikai Emlékverseny”-t 1étesitett egyetemi hallgatok részére. A verseny rendezését
felvaltva végzik a budapesti, a debreceni és a szegedi tudomanyegyetem matematikusai. Altalaban tiz, a magasabb matematikaba tartozé
feladatot ttiznek ki, a résztvevSk barmilyen segédeszkézt igénybe vehetnek és 8-10 napon at otthon foglalkozhatnak a feladatokkal. Ez
a vilagon az egyik legmagasabb szintdi matematikai verseny, az eddig kitlzott feladatok szdmos 6nalldé kutatdsnak képezték a kiinduld
pontjat.




Eszrevehetjiik, hogy az (1) és a (3) képlet a H,, természetes szamot szorzatként, (2) ugyanazt a termeészetes szamot
kéttényezGs szorzatok dsszegeként allitja els. Igy a harom kiilonbozo képlet szamelméleti érdekességet is rejt magaban.

Gyakorlasként érdemes H,, értékét kiilonboz6 n-ekre kiszamitani, tovabbé az (1) és a (3) igazolasan gondolkodni.

Teljesség kedvéért meg kell emliteniink, hogy a Schweitzer—verseny valamivel tobbet is kérdezett, mint Euler.
Koénnyen belathatdé ugyanis, hogy n > 6 esetén olyan haromszogelések is vannak, amelyeknél egyes haromszogek-
nek egyetlen oldaluk sem koz6s a sokszog valamelyik oldalaval. Kérdezhetjiik tehat azt is, hogy az Gsszes lehetséges
haromszogelésekbdl mennyi azok szdma, amelyeknél a sokszoget csupa olyan haromszogekre daraboljuk, amelyek mind-
egyikének legalabb egy ko6zos oldala van a sokszoggel. Ez utébbi megszoritdsnak eleget tevé haromszogelések szamat
jelolje h,,. Bizonyithat6, hogy

hp =mn-2"7°,

Példaul Hg = 14, hg = 12; Hy = 42, hy = 28.



