Feladatok:

1. Szubrutinok készitend6k FEEL, HUR és SZEL azonositoval. Mindegyikiik atveszi a nem negativ A gyokalapot,
a P és Q kezdeti intervallum végpontokat, tovabba a pozitiv EPS hibakorlatot. A rutinok a harom moédszer szerint
szamitjak a B-vel jelolt gyokértéket és szamoljdk a menetek szamat.
2. Keret-program készitends, amely kartyarol olvassa be A, P, Q, EPL értékeit, mindharom szubrutinnal szamittatja
a gyokoket és kinyomtatja — az alkalmazott moédszer feltiintetésével — a gyokdk értékeit és az elGallitashoz sziikséges
menetek szamat.
3. Készitsiink szoveges Osszehasonlité elemzést a harom négyzetgyok-kozelité modszerrdl!

Megoldasok (Osszevontan targyalva):

Mindhéarom gyokkozelit6 eljarasnal kikotjik, hogy a (p, ¢) intervallumban a fliggvénynek pontosan egy gytke legyen.
Igaz, hogy az eljarasokon alapulé programok esetleg akkor is szamitanak gyokot, ha tobb van belsliikk a megadott
intervallumban. Ilyenkor p és ¢ megadott értékeitdl fiigg, hogy melyik gyokot szamitja ki, de el6fordulhat az is, hogy
a program végtelen ciklusba ragad. A gytk kozelitése mindharom modszernél ugy torténik, hogy képeziink a (p, q)
intervallumban egy pontot (melyet b-vel jeloliink), és meghatarozzuk, hogy a kettéosztott intervallum melyik részébe
esik a gyok.

Ezt az ujabb (p;, ¢;) részintervallumot tekintjiik kiindulasnak, és ezen beliil Gjabb b pontot képeziink stb., mikézben
pi < b < ¢; minden esetben.

Ha adott egy e hibakorlat, akkor ezzel a kozelités kétféle modon képzelhets el: vagy az |p; — ¢;| < €, vagy az ‘ f (b)‘ <e
feltétel teljesiiléséig folytatjuk az eljarast. A programokban mindkét feltétel teljesiilésére nézve vizsgélatot kell tarta-
nunk, mivel el6fordulhatnak a kévetkezs esetek:

YA =x’~-g
b =g
£ i
|
]
. i
[ 1 |
I
|
o [ o
VARG
I
h—s—f
1. dbra
y\

— Ha a gyoknél a fiiggvénygorbe érint6jének meredeksége nagy (1. abra), akkor a |p; — ¢;| < ¢ feltétel teljesiilése
mellett a fliggvény értéke egy kozbeesS b-nél még messze nem zérus, azaz ‘ f (b)‘ > ¢. Viszont ha az eljarast az
’ f (b)‘ < ¢ feltétel teljesiiléséig akarnank folytatni, akkor esetleg |p; — g;| oly kicsivé valik, hogy a gépi abrazolha-
tosag hataran kiviil esik. Ilyenkor a kerekitésekbdl eredSen ugyancsak konnyen ciklusba ragad a program.

~ Ha a gy&knél a fiiggvénygorbe érintGjének meredeksége kicsi (2. dbra), akkor az |f(b)| < e feltétel teljesiilése
esetén |p; — ¢;| > . Ha a fiiggvény értéke majdnem zérus az intervallum végpontjaban, akkor ez az ujabb b
kiszamitasanal talcsordulast okozhat, amikor f(p;)-vel vagy f(g;)-vel osztani kell.
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3. dbra

A feladatok megoldasanal tehat mindkét feltétel teljesiilését figyelniink kell. Az elmondottakbol az is nyilvanvalo, hogy
a kétféle feltétel kikotése, illetGleg teljesiilése korantsem jelent azonos kozelitési pontossagot. Ezért e-t olyan hibakor-
latnak kell tekinteniink, amelyik barmelyik feltétel teljesiilése esetén kielégiti pontossagi igényeinket. E kérdés tovabbi
részletezésébe nem bocsatkozhatunk.

A felezési eljaras szubrutinjaban B-t (ami b-nek felel meg) P és Q szamtani kozepébdl kapjuk, ezért fliggvényértéke-
ikre el6zetes vizsgalatot nem tartunk. Amennyiben P és B fliggvényértékei az « tengely azonos partjira esnek, vagyis
szorzatuk pozitiv, akkor a gyok B és Q kozé esik, ezek lesznek az 1j intervallum-végpontok. Ellenkezé esetben P és B
hatarozza meg az 4j intervallumot. Ha a fliggvényértékek szorzata kivételesen pontosan zérussa valna, akkor elegendé
P fiiggvény értékére vizsgalatot tartani és ennek megfelelGen kell B értékét megadni, mely utan az eljaras befejezédik.
N jeloli a B képzéseinek a szamat, ha ez az érték felhasznéalasra keriil. A mindezt tartalmazéd blokkdiagramot az 5.
abran lathatjuk.

A harmédszernél észrevehetjiik, hogy az eljaras soran az intervallum egyik végpontjanak helye valtozatlan. (Ese-
tiinkben ez a Q.) Ez lathato a 3. abran. A B pont ilyenkor mindig a legutoljara képzett hir-tengely metszéspont.
Szamitasara az y — y; = % - (z — x1) képletet hasznaltuk fel, melybdl z-et fejeztiik ki y = 0 mellett. Miutan a
szamitas soran kapott absz?:isszal értékekhez tartozo fliggvényértékekkel osztunk, ezekre nézve vizsgalatot kell tartani.
Az eljaras blokkdiagramjat a 7. dbran latjuk, melyben a PONT utasitasfiiggvény szdmitja a hur és az abszcissza
metszéspontjanak x koordinatdjat.

A szel6-modszer (melyet Osztrovszkij-médszernek is szoktak nevezni), mint mar emlitettiik, ugy modositja a har-
modszert, hogy a p; és a p;41 pontokhoz tartozéd fiiggvénygoérbe pontokon athaladé szelének és az x tengelynek
metszéspontjaban képezi az 4j g;4+1 pontot (4a abra). Ezzel a modszerrel két nehézség adodhat. Egyik, hogy a szel
a ,taloldalon” metszi ki az 1 ¢;+1-et (4b abra). Ez minden olyan esetben bekovetkezik, amikor a hiir meredekségének
(m1) és a szel6 meredekségének (m2) az elGjele kiilonbh6zs, azaz

sign(my) # sign(ms).

a) %ﬁ' b)

4. dbra

Az eljarasbol az ilyen eseteket ki kell hagynunk. A masik, hogy a meredekségek elGjelei egyezGek ugyan, de a szels
g;-nél tavolabb metszi ki a gj4+1 pontot (4c abra). Ez olyan esetekben &ll elS, amikor a har abszolut értékben vett
meredeksége nagyobb a szel6énél, azaz

[m1| > [ma].

Az ilyen esetet is el kell keriilni. A kihagyott esetekben a hirmoddszerrel kozelitiink.
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A szubrutinban az elébbiekben mér hasznalt PONT és az egyenesek meredekségét szamito6 MES utasitasfiiggvény
szerepel. Utobbi az m = 270 képlet értékeit szamitja.
T2 — X1
Ebben az eljardsban minden olyan fliggvényértéket vizsgalnunk kell, amely osztoként el6fordul. A blokkdiagramot a

6. abran lathatjuk. Ezek utan a keretprogram és a szubrutinok egy el6allitasi lehetGsége az alabbi:
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MASTER PR15
READ(1,1)A,PX,QX,EPS

FORMAT(3F20. 10/F20.10)
WRITE(3,8)A,PX,QX,EPS

FORMAT (1H1,8(/),10X, 12HA, GYOEKALAP:,F20,
10,///10X,14HAZ INTERVALLUM,F20.102H~T,
5HOOL ,F20.10,10H—IG TERJED///10X,
18HHIBAKORLAAT (EPS) :,F12.10)

DO 5 I=1,3

P=PX

Q=QX

IF(1—2)0,3,4

CALL FEEL (A,P,Q.EPS,B,N)

GO TO 56

CALL HUR(A,P,Q.EPS,B,N)

GO TO 56

CALL SZEL (A,P,Q,EPS,B,N)

CALL IRKA (B,N)

CONTINUE

STOP

7. dbra
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MASTER PR15

READ(1,1)A,PX,QX,EPS

FORMAT (3F20. 10/F20.10)
WRITE(3,8)A,PX,QX,EPS

FORMAT (1H1,8(/),10X, 12HA, GYOEKALAP:,F20.

10,///10X,14HAZ INTERVALLUM,F20.10,2H-T,
5HOOL ,F20.10,10H-IG TERJED///10X,
18HHIBAKORLAAT (EPS) :,F12.10)

DO 5 I=1,3

P=PX

Q=QX

IF(I-2)0,3,4

CALL FEEL (A,P,Q,EPS,B,N)

GO TO 56

CALL HUR(A,P,Q,EPS,B,N)

GO TO 56

CALL SZEL (A,P,Q,EPS,B,N)

CALL IRKA (B,N)

CONTINUE

STOP

END

SUBROUTINE FEEL (A,P,Q,EPS,B,N)
WRITE (3,3) ] o
EDRMAT (////10X,17HFELEZESI ELJARAS:)

=0
éE(ABS(FV(Q,A))—EPSF) 0,0,2

GO TO 5

B=(P+Q)/2.

IF (ABS(FV(B,A)* FV(P,A))-EPS) 6,6,0
5FéFV(B,A)* FV(P,A)) 0,0,4
GO TO 13

P= B

N=N+1

IF (ABS(P-Q)-EPS 0,0,2
B=(P+Q) /2.

N=N+1

RETURN

%FéABS(FV(P,A))—EPS) 0,0,50

RETURN
END

SUBROUTINE HUR(A,P,Q,EPS,B
PONT(R,S)=((R-S)* FV(R,A))
WRITE(3,4)

N=0

B=P

IF (ABS(FV(P,A))-EPS) 5,5,0
B=PONT(P, Q)

IF (ABS(B-P)-EPS) 1,1,0
P=B

N=N+1

GO TO 2

N=N+1

RETURN
FORMAT(///10X,11HHURMODSZER: )
END

SUBROUTINE SZEL (A,P,Q,EPS,B,N)
REAL M1,M2,MES
MES(X1,Y1,X2,Y2)=(Y2-Y1)/(X2-X1)
PONT(R,S)=((R-S)* FV(R,A))/(FV(S,A)-FV(R,A))+R
WRITE(3,51)

N=0

IF (ABS(FV(P,A))-EPS)3,3,0

IF (ABS(FV(Q,A))-EPS)1,1,0
B=PONT (P, Q)

N=N+1

M1=MES(P,FV(P,A) ,B,FV(B,A))
M2=MES (P,FV(P,A),Q,0.)

IF(M1x M2)10,10,0

IF (ABS(M1)-ABS(M2))10,10,0
g=gDNT(P,B)

,1)
/(FV(S,A)-FV(R,A))+R

IF (ABS(P-Q)-EPS)5,5,2
%FéABS(P—B)—EPS)5,5,0

GO TO 2

B=P

RETURN

B=Q

RETURN _
FORMAT(///10X,14HSZELO MODSZER:)
END

SUBROUTINE IRKA(B,N)
WRITE(3,7)B,N
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Néhany tajékoztatd adat a harom modszer dsszehasonlitasara:

— A hibakorlat logaritmusanak (azaz a kitevének) csokkenésével a menetek szdma mindharom modszer esetén
nagyjabol linearisan novekszik. A novekedés mértéke azonban jelentGsen kiilonbozik, és pl. € = 1079 esetében a
felezési modszer 33, a hurmoddszer 27, a szel6-mddszer 6 ciklusban kozeliti a gyokaot.

— 1-t6l 10-ig novelve az intervallum hosszat a felezési modszernél 14-t6l 17-ig, a har-modszernél 3-t6l 17-ig, a
szel6-modszernél 2-t6] 8-ig novekedett a menetek szadma, kozel linedrisan.

8. A Newton—Raphson-féle iteraciés médszer

8.1 Négyzetgyokszamitas Newton— Raphson moédszerrel

y y=x*-a

_//'x, /x,' X X
8. dbra

A négyzetgyok meghatarozasanak egy az el6bbieknél is gyorsabb eljarasat lathatjuk az alabbiakban. Legyen adva az
y = x? —a parabola és egy nem a gyokre esG xo pont az abszcisszan, melyet kezds értéknek fogunk nevezni (lasd 8. abra).
Huzzuk meg a fiiggvénygorbéhez az xy pontnal az érintét és jeloljiik ennek az abszcisszaval alkotott metszéspontjat
x1-gyel. Ezen pont felett a fiiggvénygorbéhez tjabb érint6t hizunk mely az abszcisszabol az x2-es pontot metszi ki, és
ezt az eljarast folytatjuk. Az (zo,r3 — a) ponton athaladé egyenesek egyenletei:

y— (22 —a) =m- (z — x0).

Ha az egyenesek koziil az érint6t akarjuk kivalasztani, akkor ennek meredeksége a fliggvénynek xg pontban vett elsé
derivaltja kell hogy legyen. A metszéspont x koordinatajat kifejezve kapjuk, hogy:
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Miutan az eljaras ismétlsdik, az ¢ + 1-dik 1épésben kapott pont:

1 a
Tit1 = 5 !Ei-i-; .

Ezt nevezziik a /a érték kozelité sorozatat el5allité Newton—Raphson-képletnek. Az olyan eljarast, melyben egy
szamitasi eredmény kozelits értékeinek konvergens sorozatat tgy nyerjiik, hogy barmelyik elem a sorozat ezt megel6z6
elemébdl szamithato, iteradcionak nevezziik. A sorozat képzéséhez mindig meg kell adni az xg kezdGértéket.

Feladatok

1) Allitsa els a harmadik, negyedik, és 6t6dik gyokoket kozelits sorozat Newton — Raphson képleteit.

2) Készitsen szubrutint, amely Newton—Raphson eljarassal négyzetgyok kozelitG értéket szamit. A NR2 azonositoju
szubrutin atveszi az A-val jelolt alapot, a Q-val jelolt kezdGértéket és a hibakorlatot.

3) Melyek a Newton —Raphson eljaras alkalmazhatosagénak sziikséges feltételei?

Ertesitjiik kedves Olvasoinkat, hogy az 1978-79. tanév soran a KOMAL Szamitastechnikai Szakkort indit az alabb
felsorolt szerdai napokon: szeptember 27., oktober 25., november 22.; januar 24., februar 28., marcius 28., aprilis 25.
és majus 23. A szakkor minden alkalommal 163°-t6] 19 6raig tart, helye a Munkaiigyi. Minisztérium Szamitastechnikai
Intézete, Budapest, VIII. ker. Reguly Antal u. 57-59., B épiilet, III. emelet 302-es terem. (1630 utan az épiilettombbe
a Konyves Kalman korat 48-52. szam alatt lehet bejutni.)

A szakkoron tanaroknak, szamitastechnikai szakembereknek és kozépiskolai hallgatoknak lehet&séget kivanunk nyuj-
tani olyan el6adasok megtartasara vagy feladatok bemutatisara, amelyek a kozépiskolai ismeretekre épitheték. A
szakkorok alkalméval korlatozott idGtartamban futtatasi lehetGséget is tudunk biztositani. Keérjiik, hogy mindazok,



akik a szakkoron elGadést kivannak tartani, illetSleg feladatot 6hajtanak bemutatni, legalabb két honappal az esedé-
kes id6pont el6tt 1épjenek érintkezésbe a Szamitastechnikai Rovat vezetGjével. (A szeptemberi szakkor esetében julius
10-ig.)

Misi pajtas, sétalhatnal ]

Hatan vannak a hires magénintézet bennlaké névendékei: Kalman, Laszl6, Mihaly, Nandor, Oszkar és Péter. Mihaly
volt koztiik minden tekintetben a legéletrevalobb. Aki feladatdban megakadt, Misit6l kért tanacsot. De a jatékban is
6 volt a legiigyesebb, labdazésnal, viaskodéasnél is mindenki az § partjara vagyott. Az igazgato is minden vizsgalaton
megdicsérte 6t. Szemében mégsem Misi volt az intézet elsé névendéke. Misinek legfényesebb feleletei sem birtak az
igazgato arcéara oly ragyogd fényt varazsolni, mint amilyen gyonyoriség latszott rajta, mikor Laszlo és Oszkar gazdag
atyjatol vadkan érkezett ajandékba. A két testvér mindeniitt el6nyben részesiilt.

A hétkoznapi sétak el6tt is Laszlo és Oszkar nyilatkozhattak elGszor, sétélni akarnak-e vagy inkabb az intézményben
méltéztatik-e maradniok. Csak azutan vetették fel Misinek a séta vagy nem-séta kérdését. Akkor pedig mar kicsinyes
rendtartasi szabéalyok korlatoztédk szabad véalasztasat. Ezek pedig a kovetkezsk voltak:

I. Hétfon és kedden sohasem engedték meg négy vagy tobb tanulonak a sétat.

IT. Viszont csiitortokon, pénteken és szombaton nem volt szabad harom vagy tébb novendéknek az intézetben
maradnia.

III. Ha kedden, szerdan vagy szombaton Misi Laszloval akart tartani, ezt csak akkor tehette meg, ha Kalman,
Oszkar és Péter is veliik lehetett.

IV. Ha hétfén vagy szombaton Laszlo sétalni ment, akkor vagy Nandor tartozott az intézetben maradni, vagy Misi,
Oszkar és Péter.

Egy szerdai napon Laszlé és Oszkar valamin 6sszevesztek. Oszkar duzzogott, s mikor Lasz16 sétalni ment, nem ment
vele, pedig gyonyori idé volt. Misi bizony szivesen tartott volna Laszléval, de a rendtartési szabalyok nem engedték
meg. Azonfeliil a kis haragos avval fenyeget&dzott: ,,Fogsz te ezen a héten tobbszor is itthon maradni”.

Misi egy ideig hallgatott, azutan Oszkar ismételt ingerkérdéseire nemmel felelt. Oszkar visszafeleselt, végre fogadasra
keriilt a dolog. Ki nyerte a fogadast?

*A feladat a Mathematikai és Physikai Lapok kiadott els6 kitetében jelent meg.



