Olimpiai el6készitd feladatok
7.

Ebben a rovatban havonta tiz—tiz olyan érdekes — konnyebb vagy nehezebb — feladatot mondunk el, amelyek
el6készitGil szolgdlnak a Matematikai Didkolimpiara. A feladatok megoldésait nem kérjiik bekiildeni, a megoldasokat
sem fogjuk ismertetni. Az érdekldsk a feladatokkal kapcsolatos kérdéseikkel forduljanak a szerkesztGséghez. Leveleikre
irasban valaszolunk.

1. A Fold koriil 36 mesterséges bolygd kering. Mutassuk meg, hogy mindig talalhat6 a Foldnek olyan pontja,
ahonnan legfeljebb 17 lathato koziilik.

2. Elhelyezhet6-e 91 darab 1 x 2 x 4-es tégla egy 9 x 9 x 9-es kockdban?

3. Adott az ABCD alaplapt és A’ B'C’' D’ fed6lapt kocka. Az ABC DA zart téréttvonalon egy P pont, a B'C'D'A’'B’
zart tdrottvonalon egy @ pont mozog, sebességiik egyenlS. Amikor a P pont A-ban van, a @ pont B’-ben. Mi a mértani
helye a PQ szakasz felez6pontjanak?

4. Az el6bbi kocka AC lapatlojan kivalasztunk egy X pontot, a B’D’ lapatlojan egy Y pontot. Mi az XY szakasz
Y-hoz kozelebbi harmadolépontjanak mértani helye, ha X és Y minden lehetséges helyzetet felvesz?

5. Az a, b, c paronként kitérs egyenesek parhuzamosak az S sikkal. Az a’, b, ¢’ egyenesek mindegyike metszi az a, b,
c egyenesek mindegyikét. Mutassuk meg, hogy van olyan S’ sik, mellyel az a’, V', ¢’ egyenesek mindegyike parhuzamos.

6. Az ABCD tetraéder BCD lapja koré irt kor kézéppontja A’, az ACD lap koré irt kor kozéppontja B', stb. Az
A, B, C, D csticsokbol rendre merdlegest allitunk a B'C'D’, A'/C'D’, A’B'D’, illetve A’ B’C’ sikokra. Bizonyitsuk be,
hogy a négy merGleges egyetlen pontban metszi egymast.

7. Az O-bol induld a, b, ¢ félegyenesek paronként derékszoget zarnak be (azaz derékszogi triedert alkotnak). Egy
sik az a, b, c félegyeneseket rendre az A, B, C pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy

a) ABC hegyesszogl haromszog;

b) adott XY Z hegyesszogi haromszoghoz talalhato olyan metsz6 sik, melyre ABC' egybevagd XY Z-vel.

¢) O-nak az ABC sikra esé vetiilete az ABC haromszog magassagpontja.

8. a) Milyen n-re létezik n éld konvex poliéder?

b) Bizonyitsuk be, hogy konvex poliéderben a haromszoglapok és a haroméld cstcsok egylittes szama legalabb 8.

¢) Mutassuk meg, hogy ha egy konvex poliédernek sem haromszogi, sem négyszogi lapja nincs, akkor legalabb 12
Otszogt lapja van.

9. Lehet-e a) kockat, b) szabélyos oktaédert, ¢) szabalyos dodekaédert merdlegesen vetiteni ugy, hogy a vetiilet
konvex burka szabalyos hatszog legyen?

10. a) Mutassuk meg, akirhogyan valasztunk is ki az egységnyi éli kockdban n > 9 pontot, mindig talalhato
koztiik négy, melyek &altal meghatéarozott tetraéder térfogata legfeljebb 1/n.

b) Legyen p primszam és jeloljilk az ¢ egész szam p-vel valé osztasakor adodo maradékot (i)-vel. Bizonyitsuk
be, hogy az ((i), (i*), (i®)) (i = 1,2, ..., p — 1) koordinataju pontok kozott nincs négy egy sikban. Ennek alapjan
mutassuk meg, hogy minden n > 9 mellett megadhat6 az egységnyi élid kockdban n pont gy, hogy barmely négy altal
meghatarozott tetraéder térfogata legalabb 1/48n°.



