Tudnivalok. A sorozat els6 harom része az 53. kotet 2. szam 49 — 52. oldalan, az 54. kotet 1. szam 1 — 3. oldalan és
az 54. kotet 5. szam 193 — 197. oldalan talalhat6. A IV. rész az 55. kotet 2. szdm 55 — 58. oldalan van.

A feladatok megoldasara pontversenyt nem irunk ki, de a legjobb megoldok kozott konyvutalvanyokat sorsolunk
ki. A megoldasokat kérjikk a lap megjelenését kévetd honap 20-ig a szerkesztGség cimére (1443 Budapest, Postafiok
129) bekiildeni. A boritékra irjak ra megoldoink: Pell-féle egyenletek. A megoldasokat nem sziikséges kiilon lapra
irni, de mindig irjak ki, hogy melyik feladat megoldasa kovetkezik. Bar a feladatok egymaésra épiilnek, nem sziikséges
mindegyiket megoldani. Egyes feladatokat tgy is megoldhatunk, hogy elfogadjuk az el6z6 feladatok allitasanak he-

megoldoinkat, hogy a feladatokkal kapcsolatban minden véleményt, felmeriilt kérdést irjanak meg.
A 1V. rész feladataira helyes megolddst kildtek be: Hajnal Péter, Szabé Sandor (részben), Varga Livia (részben).
A 1IV. részben kitiiz6tt feladatok megoldasa

15. feladat. Legyen o € Z[VD], o # 1 és N(a) = 1. Jeldlje € az a, @, —a, —a szamok koziil a legnagyobbat.
Bizonyitsuk be, hogy

—e<—-1l<—-£e<0<e<l<e

Megoldas. A feltételekbsl azonnal kovetkezik, hogy o, @, —a, —@ mind 0-t6l és 1-t6l kiilonbozdk. Mivel aa = 1,
ezért (—a)(—a) = 1 is teljesiil, vagyis a és @, tovabba —a és —a egyenl§ elGjeliiek. Az o és —a a kiilonb6z6 elGjeldek,
ezért a négy szambol 2 pozitiv. Ezek 1-t6l kiilonboznek és a szorzatuk 1, igy koziiliikk a nagyobb 1-nél nagyobb. Mivel
a vizsgalt szamok koziil a tovabbi kettd negativ, ezért a kivalasztott e-ra € > 1 teljesiil. ¢ - € = 1 miatt € < 1 és
€ pozitivitasdbol € > 0 kovetkezik. Az egyenl6tlenségek negativ szadmmal vald szorzasi szabalyabol mar kovetkezik a
—e < —1 < € < 0 Osszefiiggés.

16. feladat. Legyen ¢ = a + bV D € Z|V/D] olyan, amelyre N(g) = 1. Bizonyitsuk be, hogy € > 1 pontosan akkor
teljestil, ha a és b mindegyike pozitiv.

Megoldas. Ha € = a + WD e Z[\/l_)] olyan, hogy a, b > 0, akkor nyilvanval6an teljesiil az is, hogy € > 1. Tekintsiik
maésrészt e-nal egylitt az €, —e, —¢ elemeket, ezek: a + b\/l_), a— b\/ﬁ, —a— b\/ﬁ, —a+bVD. Mivel a és —a, tovabba b
és —b valamelyike pozitiv, ezért a négy szam valamelyike pozitiv u és v egészekkel, u + vV/D alaki. Vilagos, hogy ezek

kozott éppen ez a legnagyobb, és a 15. feladat allitasa szerint ez koziiliik az egyetlen, amelyik 1-nél nagyobb, tehat ez
éppen a kivalasztott €. Igy e = u + vVD, ahol u, v pozitivak.

17. feladat. Bizonyitsuk be, hogy azok kézott a Z[v/D]-beli ¢ szamok kozdtt, amelyekre N () = 1, és € > 1, van
egy €1 legkisebb.

Megoldds. A feltételnek eleget tevs a+bv/D szamok koziil valasszuk ki az a; +by v/ D-t Ggy, hogy a; minimélis legyen.
Ilyen létezik, hiszen a csak pozitiv egész lehet. Ekkor a7 —b3D = 1 = a® — b D kovetkeztében (b —b?)D = a* —a? > 0,
és mivel by és b pozitiv ezért by < b. igy a1+ b1\/5 <a+ b\/ﬁ, vagyis €1 = a1 + blx/ﬁ eleget tesz a kirott feltételnek.

Megjegyzés. A feladat allitasa egy sokkal altalanosabb tételbdl is kovetkezik. Tekintsiik az aq, . . ., a, szdm-n-eseket,

amelyeknek elemei pozitiv egészek, és minden ilyen szam-n-eshez rendeljiik hozzé a u(aq, ..., a,) valos szamot ugy,
hogy
1. Ha b, <ay, ..., b, < a,, akkor
w(bi, ..., bn) < wular,...,an).
2. a; < p(ai,...,a,) minden i-re (1 <i < n).
Ekkor a fenti szam-n-esek barmely H részhalmazaban van olyan (by,...,b,), hogy tetsz6leges H-beli (aq,...,an)
esetén pu(by,...,bn) = (a1,...,a,). [Pl ilyen p lehet p(ai,...,an) = a1o1 + ... + apay, 1-nél nem kisebb «; valos

szamokkal. A feladat ennek specialis esete.]

Az allitast a kovetkezGképpen lathatjuk be. Legyen ¢;, .. ., ¢, a H tetsz6leges eleme és legyen N egy, a pu(cy, ..., cn)
szamnal nagyobb természetes szam. Ha marmost u(aq,...,a,) < p(er,...,cn), akkor az 1. és 2. feltételek szerint
minden egyes a; kisebb N-nél. Az a;-k pozitivitdsa miatt ilyen (a;,...,a,) legfeljebb N™ van, mert minden egyes
a;-re legfeljebb N lehetéség van. Igy a H halmazban is csak véges sok olyan (ay,...,a,) szim-n-es van, amelyre
wlar, ... an) < pler,...,cn). E véges sok kozott van tehat olyan (by,...,b,), amelyre u(by,...,b,) minimélis. Ez
a by,...,b, viszont az egész H halmazban megfelels lesz. Ha ugyanis a (di,...,d,) szdm-n-es nem tartozik a kiva-
lasztottak kozé, akkor u(dy,...,d,) > p(er,...,en); amiy p(by,...,b,) < pler, ..., c,) alapjan bizonyitja az allitast.

18. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 17. feladatban szereplé 1 szamra barmilyen k egész szam esetén e, = (1)*
eleme Z[VD]-nek és N(eg) = N(—¢;) = 1.

Megoldds. Ha k pozitiv, akkor (e1)* € Z[V/D] abbél kivetkezik, hogy Z[vV/D] a szorzésra zart. Ha k negativ egész
szam, akkor €2 = 1 alapjan (£1)* = [(e1)~*] € Z[V/D]. A k = 0 esetén azt kell bizonyitani, hogy 1 € Z[v/D], ami igaz.
A tovabbi allitas trivialisan kovetkezik abbol, hogy N(af) = N(a)N(B) és N(—1) = 1.



19. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 18. feladatban definialt

ey Ekeeey E—1y €0y €1y vy Eky o

ey —E_ky vy —E-1, —E0y—€1y +--y —Eky ---

szamok valamennyien kiilonboznek egymastol.

Megoldds. A 17. feladat allitasa szerint €; > 1. Igy pozitiv k egész szamra
l=eg<e1<ea<...€k...

E szamok tehat kiilonboznek egymastol. Mivel kiilonbozd szamok reciproka is és negativja is kiilonboz6, ezért az

€1, y E—k,
—€o0, —€1, y —Ek,
—€&-1, y —E€—k,

sorozatok is csupa kiilonboz6 szamokbol allnak. A 15. feladat allitasa szerint pedig a kiilonb6z6 sorozatok sem tartal-
mazhatnak egyez6 szadmokat.

A Pell-féle egyenlet 6sszes megoldasanak a meghatarozasa

Mint belattuk, léteznek olyan p és ¢ egész szamok, amelyek a
(P) > —Dy?* =1

Pell-féle egyenletnek nem trivialis megoldasat adjak, ami azt jelenti, hogy ¢ # 0 és p? — D¢® = 1. A IV. sorozatban
azt is belattuk, hogy a (P) egyenletnek végtelen sok megoldasa van. Tekintsiik ugyanis a 17. feladatban szerepld
€1 =p1+ 91\/5 szamot. Az €1 € Z[\/l_)] feltétel azt jelenti, hogy pi1 és q1 egészek; az N(e1) = 1 Osszefliggeés biztositja,
hogy p1, ¢1 a (P) egyenlet megoldésai; mig e; > 1 kovetkeztében a kapott megoldéas nem lehet trividlis. Ebb6l még nem
kovetkezne az, hogy a (P) egyenletnek végtelen sok megoldasa van. A 19. feladat allitasabol viszont méar ez is adodik.
Az ott szerepl$ szamok ugyanis a 18. feladat alapjan mind a (P) egyenlet egy—egy megoldasat adjak (a p + ¢vVD
altal kapott megoldasban az © = p, y = ¢). E megoldasok mind kiilonbozéek; éppen a 19. feladat allitasa szerint;
tovabba koziiliikk ketts, nevezetesen eg és —eg, a trividlis (1, 0) és (—1, 0) megoldast adja, a tobbiek nem trivialis
megoldast adnak. Vilagos azonban, hogy a végtelen sok megoldas meghatarozasanal nem hasznaltak ki a 17. feladat
allitasa szerint az 1-re kirott feltételt. Erre a feltételre éppen most lesz sziikségiink, annak a kimutatéasara, hogy a 19.
feladatban szerepld szamok a (P) 6sszes megoldasat meghatarozzak. E célt szolgaljak a 20., 21. és 22. feladatok. Ebben
a folytatasban azonban szeretnénk teljesiteni még egy igéretiinket is. Emlitettiik ugyanis, hogy rogzitett k mellett az
a® — Db* = k megoldasai bizonyos értelemben periodikusan kévetkeznek. Ezt fogjuk pontosan megfogalmazni a 23. és
24. feladatban.

V. sorozat (az Osszes gyok meghatarozasa)
Feladatok

20. Legyen € > 1 a Z[V/D]-nek olyan elemé, amelyre N(¢) = 1. Bizonyitsuk be, hogy a 17. feladatban értelmezett
€1 szdmhoz talalhaté olyan k természetes szdm, amelyre

(sl)k <e< (51)k+1.

21. Bizonyitsuk be, hogy ha e olyan eleme Z[v/D]-nek, amelyre N(e) = 1, akkor valamilyen k egész szamra, teljesiil
az € = g vagy az € = —¢y, egyenlGségek valamelyike, ahol €5 a 18. feladatban adott definicié szerint egyenld (sl)k—nal.
22. Legyen a 18. feladatban szerepls eg-ra € = pr + qx V' D; nem negativ k esetén. Bizonyitsuk be, hogy az

(P) w2 —Dy?* =1
Pellféle egyenlet Gsszes (egész) megoldésai:
r==xp, Y= =Lq.

23. Legyen az a = a + bV/D € Z[VD] szamra o > 1 és N(a) = k. Bizonyitsuk be, hogy ekkor létezik olyan
Qg = ag —i—bo\/l_), amelyre 1 < ap <e1ésa= ao(al)k valamely nem negativ k egész szdmmal; ahol g1 a 17. feladatban
definialt szam. (Igaz-e, hogy mind ag, mind by pozitivak?)

24. Hogyan allithat6 els az 2® — Dy* = k egyenlet Gsszes egész (a, b) megoldasa?



