I. fordulé

1. Mutassuk meg, hogy ha az n természetes szam, akkor az
A=(10"4+10""1+ .. 410+ 1)(10"" +5) +1

szam mindig négyzetszam.

2. Jeloljiik a konvex ABCD négyszog AC, BD atlojanak felezGpontjait rendre E-vel, F-fel. Bizonyitsuk be, hogy
ha 2FEF = AD — BC, akkor AD péarhuzamos BC-vel.

3. Legyen a, b tetszbleges pozitiv, ¢ tetszdleges valés szadm. Hatarozzuk meg azt az z-et, amelyre

3a%% — b** = ca®b".

4. Hany oldala szabalyos sokszogben lehet metszeni egy kockat?

5. Legyen a, az 0sszes, a tizes szamrendszerben legfeljebb n jegyt, nem negativ egész szamok szama, b, pedig
ezek koziil azoknak a szama, amelyek tizes szamrendszerbeli alakjaban van 6tos szamjegy. Adjuk meg a,,-et és b,-et n
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6. Mutassuk meg, hogy van olyan k természetes szdm, amelyre
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7. Legyen e az ABC haromszog sikjanak tetszéleges egyenese. Jeloljik az A, B, C pontoknak az e egyenesen levg
merdleges vetiiletét A;-gyel, Bi-gyel, Ci-gyel, tovabba az Aj-en dtmend, BC-re merdleges egyenest ai-gyel, a Bi-en
atmend, C' A-ra merdleges egyenest bi-gyel, a Ci-en atmend, AB-re merdleges egyenest ci-gyel. Bizonyitando, hogy a4,
b1, c1 egy ponton megy at.

8. n > 4 kiilonb6z6 (pozitiv) primszamrol tudjuk, hogy koziiliik barmelyik harom osszege is primszam. Mekkora,
az n szam?

II. fordulé
Szakkozépiskolak, valamint gimnaziumok altalanos tantervi osztalyai tanuloinak

1. Adott a sik négy kiilonb6z6 pontja: A, B, C és S. Legyen a sik tetszés szerinti P pontjanak az A-ra vonatkozo
tikkorképe P;; Pi-nek az S pontra vonatkozo tiikorképe Po; P>-nek a B pontra vonatkozo tiikorképe Ps; Ps-nak megint
az S pontra vonatkozo tiikorképe Py; Py-nek a C' pontra vonatkoz6 tiikkérképe Ps; végiil Ps-nek ismét az S pontra
vonatkozo6 tiikorképe Ps.

Bizonyitsuk be, hogy Ps akkor és csak akkor azonos a P ponttal, ha S az ABC haromszog sulypontja!

2. Bizonyitsuk be, hogy minden 2(n? 4+ n + 1) alakt szam reciprok értéke — ahol n pozitiv egész szamot jelent —

elgallithato az .

ke(k + 1)(k +2)

sorozat — bizonyos szami, nem feltétleniil az els6vel kezd6dd — egymas utan kovetkezd tagjainak Osszegeként!

ap = (k=1,2,3,...).

3. Jelolje rendre «, B, v egy haromszog szogeinek mérdszaméat!

a) Mekkora a cosa + cos 8 + cosy Osszeg lehets legnagyobb értéke?
b) Mely haromszogben veszi fel ez az Gsszeg a legnagyobb értékét?
¢) Bizonyitsuk be, hogy minden haromszégben

cosa + cos 3+ cosy > 1.
d) Bizonyitsuk be végiil, hogy van olyan haromszog, amelyre
cosa+cosf+cosy<1+e,

ahol ¢ tetszés szerinti kicsire vélaszthato, rogzitett pozitiv szdmot jelent!

A gimnaziumok matematika I. szakositott tantervi osztalyainak tanuldi részére

1. Az ABC szabélyos haromszog egy bels6 P pontjanak az oldalakra vonatkozo tiikorképei rendre X, Y és Z.
Bizonyitsuk be, hogy az XY Z haromszog teriilete nem lehet nagyobb az ABC haromszog teriileténél!



2. Bizonyitsuk be, hogy
1— xk-{-n
1—zn’

ha z 1-t6l kiilonb6z6 nem negativ szdm, k£ > n > 1 pedig egész szamok.

(k+n)(1+2%) > 2n

3. Legyen A egy egész szamokbol all6 halmaz, és B egy, ugyancsak egészekbdl all6 kételemd halmaz! E két halmaz
olyan tulajdonsagu, hogy minden egész szam egyértelmien allithaté el egy A-beli és egy B-beli szam Gsszegeként.

Bizonyitsuk be, hogy mindazok az egész szamok, amelyek nem allithatok el két (nem feltétleniil kiilonbozs) A-beli
szam kiilonbségeként, ugyanannak az egésznek paratlan tobbszorosei.

A gimnaziumok matematika II. szakositott tantervi osztalyainak tanuléi részére

1. Adott egy haromszog. Hatarozzuk meg a belsejében — esetleg valamelyik oldaldn — azt a pontot, amelynek az
oldalakra vonatkoz6 tiikkorképei altal meghatarozott haromszog teriilete maximalis!

2. Bizonyitsuk be, hogy az {a, = x +n; n = 1,2,...} sorozathoz akkor és csak akkor talalhatok olyan i, j, k
indexek, amelyekre a;a; = aﬁ, ha x racionalis.

3. Adott egy egységnyi éld kocka belsejében vagy feliiletén szaz pont.
Bizonyitsuk be, hogy ki lehet valasztani koziiliikk olyan négy pontot, amelyek altal meghatarozott tetraéder térfogata
nem nagyobb 1/99-nél.



