Tudnivalok. A sorozat elsé harom része az 53. kotet 2. szam 49-52. oldalan, 54. kotet 1. szam 1-3. oldalan, 54. kotet
5. szam 193-197. oldalan talalhato.

A feladatok megoldéasara pontversenyt nem irunk ki, de a legjobb megoldok k6zott konyvutalvanyokat sorsolunk ki.
A megoldasokat kérjiik a lap megjelenését kdvetd honap 20-ig a szerkesztGség cimére (1443 Budapest, Postafiok 129)
bekiildeni. A boritékra irjak ra megolddink: Pell-féle egyenletek. A megoldasokat nem sziikséges kiilon lapra irni, de
mindig irjak ki, hogy melyik feladat megoldéasa kovetkezik. Bar a feladatok egymaésra épiilnek, nem sziikséges mindegyi-
ket megoldani. Egyes feladatokat gy is megoldhatunk, hogy elfogadjuk az el6zé feladatok allitdsanak helyességét. Az
hogy a feladatokkal kapcsolatban minden véleményt, felmeriilt kérdést irjanak meg.

A III. rész feladataira helyes megolddst kiildtek be: Baldzs Ivin Jozsef, Bodo Zaldin, Hajnal Péter, Spissich Ldszlo,
Szabo Sdndor.

A TIII. részben kitizott feladatok megoldasa

Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a 11. feladatban hibasan szerepelt az, hogy k természetes szam (bar igy is igaz
az allitas), k-rol csak annyit kothetiink most ki, hogy egész szdm. (Ez a hiba, sajnos a megoldokat megzavarta.) A
hiba moédositja a 12. feladatot gy, hogy itt k helyett |k|-et kell szerepeltetni. Ugyancsak eliras volt a 14. feladatban
is, ahol nem a 12., hanem a 13. feladatra kell hivatkozni, valamint 7 helyett y-nak kell &llnia. (Ez a hiba nem zavart,
a feladat sz6vegébdl azonnal vilagos volt, hogy mit kell bizonyitani.)

A tovébbiakban a helyes szoveget irjuk.

10. feladat. Legyen D olyan egész szam, amelyre v/D irracionélis. Bizonyitsuk be, hogy ha |p/q—v/D| < 1/¢* (ahol
p egész és q természetes szam), akkor

lp+qVD| <1/q+2¢vD ¢ |p*—¢*D|<1+2VD.
Megoldds. Az abszolut értékre vonatkozoé egyenlStlenséghdl
lp+ qVD| = |p— qV'D +2¢V'D| < |p — ¢v'D| + 2¢vVD

kovetkezik. Feltétel szerint a jobb oldal elsé tagja kisebb, mint 1/¢, ami éppen az els§ egyenlétlenséget bizonyitja.
Mivel pozitiv szamokra vonatkoz6 egyenlStlenségek megfelels oldalainak az 6sszeszorzasaval is helyes egyenlGtlenséget
nyeriink, ezért a

p+aVD| <1/¢+2¢VD & |p—qVD|<1/q

egyenl6tlenségekbdl nyilvanvaloan
> —¢®> D| <1/¢* +2VD

kovetkezik. Ez bizonyitja a masodik egyenlGtlenséget is, mert ¢ természetes szam és igy 1/ ¢ <1

11. feladat. Legyen D olyan egész szam, amelyre VD irracionalis. Bizonyitsuk be, hogy ekkor van olyan (csak a D-
t61 fiiggs) k(# 0) egész szam, amelyhez végtelen sok olyan p; egész és ¢; természetes szam létezik, hogy oy = p; + ¢V D
eleme a Z[v/D] halmaznak és N (o) = k.

Megoldds. Mivel v D irraciondlis, ezért az 5. feladat alapjan végtelen sok olyan p; egész ¢; természetes szampéar
létezik, amelyre

Ipi/ai — VD| < 1/(a:)>.

A 10. feladatbol tehat az kovetkezik, hogy e p;, ¢; szdmparokra
Ip? — ¢?D| < 14 2VD.

Mivel |p? — ¢?D| egész, ezért a szoban forgd «; = p; + ¢;V'D szamokra a N(a;) = p? — ¢?D csak a —(1 + 2VD) és
1+ 2\/5) kozotti egész értékeket veheti fel. Ezek szama legfeljebb 1 + 4+/D, mindenesetre véges. Léteznie kell tehat
a skatulyaelv alapjan egy olyan k egész szamnak, amely —(1 + 2v/D) és (1 4+ 2V D) kozé esik, gy hogy a felsorolt
o; =Dp; + qi\/ﬁ szamok koziil végtelen sokra teljesiil a

12. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 11. feladatban szerepl6é a; szamok kozott végtelen sok olyan van, amelyeknél
p; |k|-kel osztva ugyanazt az r maradékot adja; tovabba ezek kozott végtelen sok olyan van, amelyekre a g;-ket |k|-kel
osztva mindig ugyanazt az s maradékot kapjuk.

Megoldas. Mindkét allitas bizonyitasakor ugyancsak a skatulyaelvet hasznaljuk fel. Tegyiik fel, hogy a 11. feladatban
meghatarozott o; = p; + qi\/ﬁ szamok kozott minden 0 < r < |k| egész szamhoz csak véges sok pl. u, darab olyan
volna, amelyre p;-t |k|-kel osztva r maradékot adna. Ez azt jelentené, hogy a 11. feladatban meghatarozott a; szamok



szama legfeljebb uo+u1+...+wu—1 volna, ami ellentmond a 11. feladatban kapott eredménynek. Igy valoban végtelen

sok olyan a; = p; —l—qi\/ﬁ alakt szam van, amelyre N («;) = k és p;|k|-kel osztva maradékul ugyanazt az r szamot adja.
Ha marmost ezeket osztalyozzuk aszerint, hogy a ¢; mit ad maradékul |k|-kel osztva, akkor azt kapjuk, hogy legalabb
egy osztalyba végtelen sok szdmnak kell keriilnie, mert az osztélyok szama véges. Ezzel bizonyitottuk az allitast.

13. faladat. Legyen D olyan természetes szam, amelyre VD irracionalis. Bizonyitsuk be, hogy ekkor 1éteznek olyan
Z [VD]-beli a és 3 szamok, hogy alkalmas k egész szammal

tovabba létezik olyan ugyancsak Z [\/l_)]—beli v szém, amelyre 8 = a + k- .
Megoldads. A 12. feladat szerint létezs végtelen sok szam koziil vegyiink ki kettSt. Legyenek ezek:
a=p+qVD & B=p +q¢VD.

Feltétel szerint mindegyik Z [v/D]-ben van, és mindegyikiikre teljesiil N(a) = N(8) = k. Ugyancsak az el6z6 feladat
allitasa kovetkezteben p’ és ¢ felirhaté p’ = ku + p és ¢’ = kv + ¢ alakban alkalmas u és v egész szamokkal, hiszen
p' —pis és ¢ — q is oszthato |k|-kel. Igy a v = u + vV/D szamra 3 = o+ k - v teljesiil, és v eleme a Z [V D]-nek.

14. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 13. feladatban szereplé «, 3,y szamokra N (@f) = k?; tovabba a Z [\/l_)]—beli
0 =1+ ary szamra N(6) = 1. Mit jelent ez?

Megoldas. A 13. feladatban szerepls « és § szamokra 7. és 9. feladat alapjan

N(@8) = N@N(8) = N(a)N(3) = k¥

kovetkezik. Ha a (8 helyébe a 13. feladatban adodott o + k - v kifejezést irjuk, akkor a
k*=N(a- (a+ky)) = N(@a+ kay)

Osszefliggéshez jutunk. Mivel @a = N(a) = k, ezért a 9. feladat eredményét felhasznalva

k* = N(k 4+ kay) = N(k)N(1 + ay) = k* - N(9)
adodik. Ezért N(8) = 1, mert k # 0. Ez az eredmény azt jelenti, hogy a 6 = a + bv/D szémra
a’> - b’D = N(5) = 1;

vagyis bebizonyitottuk, hogy a Pell egyenletnek létezik megoldasa. Ez a megoldas nem trivialis, mert ekkor § = +1
lenne, amibdl @S = kd alapjan

ka =+ kda=+aoaf =+kS végiil is a==xp

kovetkezne.

Az o = f nem lehet, mert « és § kiilonb6z6ek. Az o = —f esetben vissza kell térni a 12. feladathoz. Ott azt lattuk,
hogy a feltételnek végtelen sok szam felel meg. Ha tehat egyiknek az a-t valasztottuk, akkor a 8-t ugy valasztjuk ki a
végtelen sok szoba jovo szam koziil, hogy 8 # —a. Ekkor tehat a konstrualt § = a+ bv/D mellett valoban nem trivialis
megoldast kapunk.

A Pell-féle egyenlet végtelen sok megoldasanak a meghatarozasa

Bebizonyitottuk mar, hogy a
(P) 22— Dy* =1

alaku Pell-féle egyenletnek rogzitett D természetes szamra létezik megoldasa, ha D nem négyzetszam. (Emlékeztetiink
arra, hogy megoldason csak egész szamokbol all6 szampart értiink!)
Ha a =a+ bVD és 8= ¢ + dvD mellett

N(a)=a*>-0*D=N(B)=c*—-d’D =1,
akkor N(af) = N(a)N(B) alapjan ismét megoldast kapunk. Ez a megoldas ,altalaban” kiilonbozik a-tol is és S-tol is.

Persze « ismeretében
@:a—b\/l_), —a=-a—-bV/D 6 —a=—-a+b/D



ismét megoldast allitanak el6, és nem lehetiink eleve biztosak abban, hogy «, 5 kiilonbozik a fenti médon kapott
szamoktol is. Valészintinek latszik ez példaul az o = 3 esetben; s6t ,érezhetd”, hogy az

végtelen sorozat végtelen sok megoldéast ad; kivéve, ha o = 1 vagy o = —1. Célunk azonban az &sszes megoldas
meghatarozasa, és ezért nem elégedhetiink meg egy ,tetszbleges” o hatvanyaival. Segitségiil azt fogjuk felhasznalni,
hogy a Pell-egyenlet megoldasai a szidmegyenesen ,elég jol elhelyezhetSk”. Egyelére csak azt ttizziik ki célul, hogy
bizonyos médon végtelen sok megoldast kapjunk; azt, hogy ez egyben az 6sszes megoldés, csak a kdvetkezd folytatasban
bizonyitjuk be.

IV. sorozat (végtelen sok gyok megadasa)

Feladatok

15. Legyen a € Z[VD], |a] # 1, és N(a) = 1. Jelolje € az a, @, —a, —a@ szamok koziil a legnagyobbat. Bizonyitsuk
be, hogy
—e<—-1<-E<0<e<]<e.

16. Legyen € = a + bvV/D € Z[V/D] olyan, amelyre N(e) = 1.
Bizonyitsuk be, hogy € > 1 pontosan akkor teljesiil, ha a és b mindegyike pozitiv.

17. Bizonyitsuk be, hogy azok kozitt a Z[v/D]-beli ¢ szamok kozott, amelyekre N(g) = 1, és € > 1, van egy
legkisebb.

18. Bizonyitsuk be, hogy a 17. feladatban szerepl§ £; szdmra barmilyen k egész szam esetén e, = (51)k eleme
Z[VD]-nek és N(e) = N(—¢p) = 1.

19. Bizonyitsuk be, hogy a 18. feladatban definialt
vy E—ky .-y E-1, €0, €1, ---5 Ek;
cey —E€—ky +-.y —E€-1, —€0, —€1, -.., €k

szamok valamennyien kiilénboznek egymastol.



