Ramanujan eddig legjelent&sebbnek bizonyult felfedezése paradox médon egy hibés allitdsa kapcsén jott napvilagra,
ismét egy példat adva, hogy zsenialis emberek hibai olykor termékenyebbek, mint kézepesek egyes korrekt munkai.
Ennek megvilagitasa némi el6késziileteket igényel. Ha z tetsz6leges, akar komplex szam, agy

(1-—z)A4+z+22+.. 425 =12

azZaz ft1
1—
l+z+22+.. . +2F= r

11—z
ahol k tetszéleges egész szam és x # 1. Ebbdl egy pontosan meghatarozott értelemben adédik hogy ha |z| < 1, ugy
1

1—a

(1) l4o4+2+.. . +ab+... =

Ha |z| < 1, akkor |2®| < 1 is igaz, azaz (1) alkalmazhat6 x helyett x3-nal. Igy adodik

1
2 1 3 64 ... k=
(2) +a ot T3
vagy még z-szel, ill. 2-tel szorozva, |z| < 1-re adodik

x
3 T ShHl 4 =
(3) A SR S A S 23
és

2
1 O
(4) L A S S A 3

Fenti formulakat fel lehet fogni egyrészt, hogy a bal oldalon allo végtelen sorok szamértékét fix |z| < 1-re egyszertd
zart alakban megadja a jobb oldal. Masrészt azonban ugy is lehet érteni — ramanujanszerd heurisztikaval —, hogy a
jobb oldalakon levé ,torteket” kifejezziik ,,z alapt szam rendszerben”. — Sziikségiink lesz a komplikaltabbnak latszé

2+z
142+ 22
elgallitasara is. Mivel |z| < 1-re
24+ (2+z)(1-x) 72—,@—56272 1 x a?
l+z+22 (I+z+2)(1-2) 1—-23  "1—-23 1-23 1-—23

2w 1 2w T 2w x?
=2 cos<0'3>-m+2cos<1-?)'m+2cos<2~?>~m,

tehat (2), (3), (4) alkalmazhato. Igy rogton lathato, hogy |z| < 1-re

2 2 9 9
(5) 2COS<O'§>+2COS<1-§) 'x+...+2cos<k.§) '$k+”':ﬁ'

Az (1) formula bal oldalan x hatvanyai allanak dgy, hogy mindegyik egyiitthato 1. Nem nehéz (1)-bol levezetni,
hogy |z| < 1 mellett
1

2 k _

amit irjunk binomidlis egyiitthatokkal

(©) <1)+(i)x_F<?)$2+”.+<k1—1)$k+'”_ﬁ

alakba. Hasonléan |z| < 1-re nyerhets, hogy

(7) <§)+<g>x+...+(k;2>x’“+..._ﬁ.

'Ha e1, ca, . . . valos (akar komplex) szamok, a c1+c2+. . .4ci+. . . végtelen Osszegen az Sp, = c¢1+c2+. . . ¢n sorozat hatarértékét értjiik, ha
ez létezik. Ha a hatarértek nem létezit, az Osszeget nem értelmezziik. Az 1, z, x27 cey xk7 ... fliggvényeket tekintve, az I4z+2%+.. 2P+, ..
Osszeg minden |z| < 1-re egy olyan szamsor, amelyre a végtelen dsszeg a fenti definicié értelmében létezik, ha viszont |z| = 1, az Osszeg nem
létezik. Azt a fiiggvényt, mely minden z-hez a végtelen 6sszeget rendeli, ha ez létezik, és kiilénben nincs értelmezve, az 1, x, x27 cey xk7 S
fliggvények Osszegfiiggvényének nevezziik.

Ugyanigy tetsz6leges ao, a1z, asx 7...7akxk7 ... figgvények Osszegét is definialhatjuk, err6l van szé a 103. oldalon.




(1)-be z helyett (—x)-et téve, adodik, hogy |z| < 1-re

1
142

(8) l—z42? -2+ +(=Drk2F ... =

A fenti formulak bal oldalaiban kozos, hogy x nem negativ egész kitevGs hatvanyai lépnek fel a kitevotdl fiiggd
egyitthatokkal. K6zos alakjuk tehat

9) ao+arz+ ... +agzt+...,

és igazolhato, hogy mindig van olyan A > 0 szam, hogy a (9) alatti an. hatvanysornak egy pontosan meghatarozott
értelemben van Osszege, ha |x| < A. Ez az Osszeg — ilyen z-ekre — fog fliggeni z-t6l; ezt f(x)-szel jeloljiikk. Az el6bbi
példakban a jobb oldalak igen egyszertd alaka fiiggvényeknek adodtak; ez altaldban messze nincs igy. De ha most
f(x)-et irjuk el és ennek hatvanysorat probaljuk megtalalni, ill. legalabb egytitthatoinak kozelits viselkedését, az sem
konnyt feladat altalaban.

Masodik el6késziiletként tekintsiik a pénzkifizetési problémat, tehat azt, hogy n forintos kovetelést hanyféleképp
lehet (1, 2, 5, 10, 20, 50, 100 és 500 forintosokkal) kifizetni. Ha pl. n = 500, akkor a feladat ugy is fogalmazhato, hogy
hanyféleképp lehet az 500-ast felvaltani. Ha az 1 Ft-osok szama egy kifizetésnél x1, a 2 Ft-osoké x4, az 5 Ft-osoké x3,
a 10-eseké x4, a 20-asoké x5, az 50-eseké xg, a 100-asoké x7, az 500-asoké xg, ugy két feltétel sziikséges a kifizetéshez:

a) x1, T2, ..., rs egészek és > 0,

b) hogy ki legyen elégitve az

1- r1 + 2:E2 + 5{E3 + 10{E4 + 201?5 + 505E6 + 100:137 + 500{E8 =n

egyenlet. Rogton lathato, hogy a) és b) teljesiilése tényleg egy pénzkifizetési modot ad, a) és b) egyben elégségesek
is. A feladat — mindjart altaldnositva — arra vezetett tehat, hogy adott by, ba, ..., by killonbozs pozitiv egész szamok
mellett hany megoldasa van nem negativ egészekben a

(10) bix1 +boxo+ ...+ bz =n

egyenletnek. Jeloljiik ezt (n-et tekintve valtozonak) Pp(n)-nel (bar ez a b-ktol is fligg, de ezek, mint mondottuk,
fixeknek tekintenddk).

Harmadik el6késziiletnek tekintsiik a (10) feladat egy szellemes atfogalmazasat, amely Eulertdl szarmazik. Tekintsiik
most f(x)-et az

1
(11) 1@ = T=oma =y =)

specidlis alakban, és probaljunk hozza (9) alakt hatvanysort talalni, ha |z| < 1. Ez esetben |2"| < 1, azaz (1)
alkalmazhato = helyett z -gyel, azaz

=142 4 am 24 pahm4

1—ah
Ugyanigy
1 ba-1 bo-2 baxa
1_xbk:1+:1c + +...+z + ...

A bal oldalakat Gsszeszorozva, épp a (11) alatti f(x)-et kapjuk; a jobb oldalakat ugy szorozva, ahogy tobb tagot tobb

taggal szoktunk,
Ib1I1 +boxo+...+bpTy

alaku tagok Osszességét kapjuk. Ha tehat azt nézziik, hogy ilyen moédon hanyszor kaphatunk egy rogzitett n mellett
x"-t, ugy ezen egylitthatdé Py(n). (A fenti eljarasban hallgatolagosan ugy kezeltiink ,végtelen sok tagt” Osszegeket,
mint véges sok tagtaknal megszoktuk, ez azonban jelen esetben igazolhatolag helyes.) Igy tehat elall |z| < 1-re az

1

(12) 1+ Pe(1) o+ Pi(2) - a® +... + Pu(n) 2™ + ... = (1 —ab) . (1 — abe)

meglepd formula.



Nyertiink-e azonban ezzel a szép formuléval valamit a Py (n)-ek meghatarozasara, ami célunk volt? A dolog lényegén
nem valtoztatunk, ha a szamitasi részletek lehetsSleg egyszertivé tétele végett csak a

k=3 bi=1, by=2  by=3
esetet tekintjitk (10)-ben, azaz keressiik az
(13) 1z + 229 + 323 =n

egyenlet nem negativ 1, 2, x3-ban valé megoldasai P;(n) szamat. Egyrészt (12)-bsl adodik, hogy

1 o0
(14) R o STHF
(1—2)1—22)(1 —a?) —
hacsak |z| < 1. Masrészt azonban kiprobalhatolag igaz az
1 1 1 1 1
(15) = + +

(1—z)(1 —22)(1 —2a3) 6 (1-2)3 4 (1-12)?
+17 1 + 1 1 n 1 2+
72 1—2 8 1+z2 9 14+ax+22
azonossag. Beirva (7), (6), (1), (8), (5)-6t (15)-be, adddik hogy
1

16 -1 danz™ ...,
(16) (1—2)1—22)(1 —a?) tard. ot an
ahol

1/m+2 1/m+1 17 (=™ 2 2mn
1 n = z - = - .
(17) a 6( 5 >+4< 1 >+72+ 3 4—900s3

Igy |z| < 1-re adédott az
1

(1-2)1—-22)(1—a?)

fiiggvényre két, latszolag egészen kiilonboz6 alaku hatvanysoralak. Bebizonyithatd azonban altaldnosan, hogy — kissé
pongyolan kifejezve — egy fiiggvénynek |x| < 1-ben csak egy hatvanysora van. Ebbdl adodik, hogy

n—|—2> 1 <n+ 1> 17 (=)™ 2 2mn

(18) Py = 5

4

9 1 + —cos —.

6 72 8 9 3

Erre a formulara még visszatériink. — A (10) alatti altalanos esetben hasonlé gondolatmenettel nyilvan hasonlo ered-
mény nyerhetd.
Ha specialisan a b, szamokként az els6 k pozitiv egész szamot vessziik, ugy (12)-bél |z| < 1-re

1
(1—2)(1—a2)...(1—ak)

(19) L4+ Pe(1) -2+ Pe(2)-2* + ...+ Pe(n) -a" + ... =

De mi a helyzet, ha 6sszeadandoék gyanant nemcsak az els6 k egészet, hanem minden egészet megengediink? Ha tehat
az

(20) leg + 222+ ...=n
egyenlet megoldasainak szadmat nem negativ egészekben p(n)-nel jeloljik, agy (19) utén |z| < 1-re az
(21) L+p(l) - z+p@2) 2> +...+pk) 2" +...=
1 def 1
1—x)1—22)...(1—2%)... Qx)
formula varhato Ezt méar Euler tudta a 18. szézad kozepén; itt a végtelen sok tényezGs szorzatnak pontos értelem
adhat6. De ebbdl nyerni p(n) pontos meghatérozasat az elébbivel analog modon, senkinek sem sikeriilt, és mas moédon

sem, egészen Ramanujan Angliaba joveteléig. Ekkor egy alkalommal Hardyval diszkutaltdk Ramanujan egy allitasét
els6 levelébol. Ez arra vonatkozott, hogy ha tekintjiik |2| < 1-ben fix Osszegfiiggvény gyanant az

1
1—2x+ 224 — 229 + 2215 — ..

2Ezzel a jeloléssel azt akarjuk kifejezni, hogy az egyenlségi jel egyik oldalat a masikkal definialjuk. (Szerk.)



fiiggvényt, Ggy Ramanujan azt allitotta, hogy az ehhez tartozo a;, egyiitthatok az

(22) a’

n

_J1 eV f eV TV em TR
- 4n 2 2m\/n

formulabol hatarozhatok meg, ahol {x} az z-hez legkozelebbi egészet jelenti. Ennek bizonyitdsara Ramanujan egy
egészen Ujszerd, de teljesen heurisztikus utat vazolt, amirdl kideriilt, hogy (22)-t nem adja ugyan ki, az nem is igaz,
de rajottek arra, hogy p(n) meghatarozasara igenis alkalmas. Ez onmagéban is jelentds eredmény; késsbb sok al-
kalmazasa lett a fizikdban és a statisztikus csoportelméletben. F6 jelentGsége azonban az, hogy Hardy és Littlewood
felfedezték, hogy Ramanujan zsenialis alapgondolata, kombinalva azt a nyugati analizis legkifinomultabb technikajaval,
a szamelmélet tobb klasszikus probléméajaban azel6tt hihetetlen eredményeket tud produkalni.

Most csak két ilyen problémat emlitek meg egészen roviden. Miutdn Lagrange 1770-ben bebizonyitotta, hogy
minden pozitiv egész n szam elGallithat6, mint legfeljebb 4 pozitiv egész szam négyzeteinek dsszege, Waring ugyanezen
évben sejtésképp kimondotta, hogy analog tétel létezik négyzetek helyett k-adik hatvanyokra is, ahol k tetszGleges
pozitiv egész, > 2. Pontosabban szolva azt sejtette, hogy minden k > 2 egészre és pozitiv egész n-re, alkalmas

a = a(k)-val az

n:xlf+x§+...+:1:§

egyenlet megoldhatoé nem negativ egész (z1,xa,...,z,)-val. A lényeges az allitasban nyilvan az, hogy a felhasznalt
k-adik hatvanyok szama n-t6l nem fiigg; ha ezt nem kotnénk ki, agy

k k k
n:11+1i+"'+1g

a feladat megoldasa volna. Lagrange el6bb emlitett tétele a jelolés mellett azt éallitja, hogy a(2) = 4.

Bar az altalanos sejtést Hilbert 1909-ben bebizonyitotta, eljarasa az a(k)-nak csupan a létezését bizonyitotta be,
szamértékét elvileg nem adhatta ki, és még kevésbé a megoldasok szamat. A k = 3 esetre szoritkozva Hardy és
Littlewood az

13 23 mS
1+ +2° +...+2™ +...= folx)

fiiggvénybdl kiindulva képezték az fo(z)® fliggvényt, egyelére hatarozatlan b pozitiv egésszel. Ennek hatvanysoraban
" egylitthatdja épp azt fogja jelenteni, hogy n hanyféleképp allithato els, mint b darab nem negativ egész szam 3-ik
hatvanyainak Gsszege; ha b-t sikeriil Ggy megvélasztani, hogy fo(x)b minden egyiitthatdja pozitiv, igy Waring sejtése
igaz, és a keresett a(3) < b. Itt lépett be dont6 Gjitasként Ramanujan Otlete; ezzel nyerték az a(k)-ra az elsé explicit
korlatot, mely szerint

a(k) < (k—2)2"1 +5

minden egész k > 2-re, ha n ,elég nagy”.

Nem térve ki az azota ezen a téren elért 6ridsi haladasra, megemlitem a mésodik klasszikus problémaét, a ,ternér
Goldbach”problémat, mely 1742-bél valo és azt allitja, hogy minden paratlan egész, mely > 7, elGallithaté mint
legfeljebb 3 primszam Osszege. Ezen kérdés reménytelennek latszo nehézségét Hardy és Littlewood 1923-ban torték
meg, ismét Ramanujan alapgondolatabol kiindulva; egy teljes bizonyitashoz, legalabbis n > e2°° esetére, elGszor
Vinogradov jutott 1935-ben, tovabb javitva az eredeti utat.

Fontossa valt eredményeket tovabb idézhetnék Ramanujannak Hardyval valé kézos munkajabol; ezek, ha alap-
gondolatuk Ramanujantol jott is, nem jellemzek analitikus latdsmodjara, a szép formulakban kifejezett Gsszefiiggések
felfedezésére vald intuicidjara. Ezek sokkal mélyebben fekvdk, elemzésiik, varatlansaguk, mélységiik érzékeltetése sokkal
tobb elGkésziiletet igényel, mint a féontebb latott particiékéE De alapvet&bb nehézség az, hogy nem vilagos, egyaltalan
mi tesz egy formulat, egy ,szaraz matematikai formulat” — ahogy a kéznyelv mondja — széppé? ElGszor ezt elemezziik
kissé altalanosan, azutan konkrétabban egy olyan formulét fogunk boncolgatni, amely Ramanujan korai napléjaban
szerepel, ha azt — Ramanujan tudta nélkiil — Euler kdzel 200 évvel korabban felfedezte, de amelyhez az el6késziiletek
ardnylag kénnyebbek és ezek nehezén is mar elébb tulestiink.

Mi tesz tehat egy formulat széppé? Ehhez elGszor tekintsiink egy formuldt, amelyet nem neveznék szépnek. A
kozismert

(a+b)(a—0b) =a®— b

formula hasznos. De az egyenl6ség két oldalan levé kifejezések egyrészt eleve hasonld jellegiiek, masrészt a legegyszertibb
gondolattal, a bal oldalon kijeldlt szorzas elvégzésével a formula érvényességének belatasa az dltalanos iskolasnak sem
jelent probléméat. Ezt tehat nem nevezhetném ,szép” formulanak. Mas a helyzet pl. a klasszikus

3 5 A {E2k+1

3Particio: természetes szamnak természetes szamok Ssszegeként valo elsallitasa. (Szerk.)



formuléanal, ahol a jobb oldalon x a szognek ivmértékben kifejezett nagysaga. Itt a két oldalon 4ll6 mennyiségek egészen
kiilonbozé jellegiiek, a sin x geometriai szarmaztatasi mennyiség és ezért az Osszefiiggés annak, aki el6szor 1atja, egészen
meglepd, varatlan jellegi. Még paradox is els6 ranézésre, hiszen a formula tetszéleges nagy valés x-ekre is igaz; a bal
oldal egyes tagjai kiilon-kiilon oridsi nagyok lesznek, ha x nagy, viszont az Osszeg-fiiggvény, a sinzx, csak +1 és —1
kozotti értéket vehet fel. Tehat a (23) formula meglepd tartalma réviden az, hogy — a szolasmondas megforditasaval —
sok nagy kevésre mehet. Espedig nem trivialis médon, mint pl. a trivialis

r—x=0

formulaban. Tovabba a (23) formula helyességének belatasa bizonyos dolgok tudasa nélkiil, direkt médon, semmiképp
nem evidens. Mégis aranylag konnyen lathato, hogy az f(x) fiiggvények egy elég altalanos osztalyara a hatvanysorat
megtalalni nem nehéz feladat, és szerencsére a sin x fliggvény ehhez a fliggvényosztéalyhoz tartozik. De szép a (18) for-
mula is. Az egyenlség két oldalan latszolag egészen kiilonbo6zé jellegd kifejezések éallnak; a jobb oldalirél nmagaban
az sem evidens, hogy egész szam (pedig nyilvan annak kell lennie). Az is kiilonos, hogyan keriil a jobb oldalra egy

2
periodikus tag, a 2 cos ?? Tehat a formula jellege varatlan és meglepd. Hasznos is, hiszen a bal oldal direkt kisza-

mitasahoz n’-rendd szama miiveletet kellene végrehajtani, a jobb oldal kiszamitasahoz egy szorzés és Gt Osszeadas
elég. Bebizonyitasa direkt, mint lattuk, nem egyszerd; ha mar tudjuk a formulat, egy verifikalas teljes indukcioval nem
nehéz, ui. ez esetben igazolhato, hogy

Pafn) = Py(n=3) =1+ 5]
ill.

P;(2m) — P3(2m — 3) =1+ m,
P3(2m+1) —P3(2m—2) =14+m.

Mint mondottuk, a ,Ramanujan-rendten szép” formulak illusztralasara befejezésiil egy Eulertsl szarmazoé régebbi
formulat fogunk kissé behatobban elemezni.
E formula a (21) alatti Q(x)-nek

(24) 14 az+asz®>+...4+apz™ +....
alaku elallitasara vonatkozik, az egyiitthatok meghatarozasara. Hogyan allna az ember egy ilyen kérdéshez? Képezné
a részszorzatokat:
I, dzef(l—x)(l—:f) =1—2—a?+23,
Hg(lzef(l—;v)(l—x2)(1—:103) =1-—2—2?+a*+2° —af,

def

I, = (1—a2Md3=1—2— 22 +22° — 28 — 2% + 210,

H5d:ef(1—a:5)l_[4:1—1:—3:2—0—3:54—3:6—!—337—3:8—3:9—:1:10+3:13+:1:14—3:15.

A TIg-ot méar direkt nem képezziik, csak két észrevételt tesziink. EIGszor is az Gj tényezd x-nek 6-nal kisebb kitevsji
hatvanyat mar nem tudja érinteni, viszont x° kiesik, azaz

Hezl—x—x2—|—x5—|—2x7—|—...
Vagyis a tovabbiakban 2®, 2% és 2% biztosan nem fog fellépni és mindegyik igy kezdGdik:
1—2—a22+2°.
I7-et képezve nyilvan z7 egyiitthatoja +1 lesz, azaz I7-t6l kezdve mindegyik részletszorzat kezdete:
(25) l—z—2*+2°+2".

Az eddigi probélkozasok nem sok fogddzot adnak az a,,-egyiitthatok szabalyara azonfeliil, hogy azt sejtetik, hogy az
egylitthatok ,elég szabélytalanul” csak 0 és £1 lehetnek. Ha tovabb folytatnank Ilg, ..., II;5 képzését, ajabb meglepe-
tésként adodna az elébbivel analog gondolatmenettel, hogy IT;5-t61 kezdve az elején ” utan nagyobb hézag kovetkezik
és minden ilyen II mar gy kezddédik, hogy

l—z—a?4+2°+a2" — 22— 215
Itt mar van egy kis fogddzo; ui. észrevehets, hogy a ténylegesen felléps exponensek kiilonbségei rendre

2-1=1, 7-5=2  15-12=3.



Csak éppen a ,kezdd”
1, 5,12

kitevSkrsl nem latszik az els6 15 részletszorzat utan sem valami szabélyossag. Es még hosszu ideig.
Euler — Ramanujan széban forgd tétele marmost egészen pontosan megadja az 0sszes ap-egylitthatok képzési
szabalyat. Kiilonos — és teljesen varatlan — mo6don minden attoél fiigg, hogy n elGéllithato-e

3k2 4+ k
(26) n = +
2
alakban egy pozitiv vagy negativ egész k-val és Euler tételének elsé fele azt mondja ki, hogy
(27) an =0,
ha n nem (26) alaka. Ha sorban
k=0, +1, -1, 42, =2, +3, =3, ...,

agy rendre

3k%+ k

2

ami azt jelenti, hogy a ténylegesen felléps tagok (24)-ben

=0,2, 1,7 5, 15, 12, ...

0 2t 22, 2°, 27, ...-hez
tartoznak. Ez egyezésben van (25)-tel, de még nem ad felvilagositast arrol, hogy a (26) alatti n-ekre mi a,, értéke.
Euler tételének masodik fele erre valaszol, és azt mondja ki, hogy az ilyen n-ekre

(28) an = (—1)k.

Ez mar rogton ad felvilagositast arra, hogy (25)-ben z és 2? egyiitthat6ja miért —1, mig z° és 27-6 +1. Maga a szép
formula kiirt alakja az, hogy |z| < 1-re

o0

(—z)(1-22)...(1—am)..= 3 (—1)faF

k=—oc0

Mondanom sem kell, hogy a szépséget a formula tartalmdra, és nem a formdjdara értem.

A tétel szép, elGszor is, mert varatlan, hiszen a bevezetGben leirt probalkozast jo sokaig kellene a vajt fiiltinek is
csindlnia, mig az egyiitthato szabalyra rajon. A tétel szép, mert a kapott szabéaly, ha rendkiviil szokatlan is, elegan-
san, roviden, par szdval megvilagithatd volt. A tétel szép, mert helyessége egyaltalan nem evidens, igazin egyszerd
bizonyités ra maig sincs, indukciés vagy masfajta verifikdlas nem megy, még akkor sem, ha a vajt fild az egyiitthatd
szabalyra empirikusan mar rajott. A tétel szép, mert bel6le rogton kovetkezik egy mésik, ugyancsak varatlan allités.
Ha a (21) alatti Q(x) helyett az

(29) (I+2)1+22)(1+2%) ... (1+2™)...-re

vonatkozoélag kérdeznénk, hogy
l4cz+ea®+.. . +epz™+...

alakba irva, mi a ¢, egyiitthato értéke, az el6bbiek alapjan nyilvanvalo felelet az, hogy annyiszor 1, ahanyféleképp n
elsallithato

(30) n=x1+To+...+x
alakban, ahol [ tetszGleges egész és
(3].) 1< <o <23<...<21y.

Vagyis ahanyféleképpen n elGallithatod kilonbozd pozitiv egészek Osszegeként. Ha Q(x)-et most ezen szemszogbol néz-
ziik, akkor minden (30)-(31) alatti elGallitas, amelynél I paros, +1-gyel, amelynél | paratlan, (—1)-gyel jarul a,-hez.
Tehat azt nyertiik, hogy

(32) Qp = Hl — Hg,

ahol II; azt jelenti, hogy n hanyféleképp allithaté el6 mint pdros sok kiilonboz6 pozitiv egész szam Osszege, 1o
pedig mint pdratlan sok kiilonbozé pozitiv egészé. Igy Euler tétele mellékesen kiadja azt, hogy az n pozitiv egész
ugyanannyiféleképp allithato eld paros sok kiilonboz6 pozitiv egész Osszegeként, mint paratlan sok ilyen Osszegeként,
kivéve, ha n a (26) alakba irhaté, amikor is 1-gyel tobb, ill. kevesebbféleképp aszerint, hogy k paros, ill. paratlan. Ha



valakinek azt a kérdést tennénk fel az el6zmények nélkiil, mit gondol, egy n pozitiv egész szadm paros vagy paratlan sok
kiilonbo6z6 pozitiv egész szam Osszegeként allithato-e el6 tobbféleképp, nagy valoszintséggel azt felelné, hogy mindig,
talan az els6 par n kivételével, ugyanannyiféleképp, hiszen nincs semmi ok, hogy egyikbdl tobb legyen, mint a masikbol.
Nagyon meg lenne lepve, ha hallan, hogy ez alol végtelen sok kivétel van, és ezek épp a (26) alatti n-nek!

Szép tétel altalaban nem izolalt érdekességt. Ez all a szoban forgd Euler-tételre is. (24) és (21)-bél

(33) (1+ax +ag2® +... +az +..)(1+p(1) - 2+
+p(2) -2 4+ ..+ pw)z +...) = 1.

Ha n > 1, akkor a jobb oldalon x™ egyiitthatoja 0, a bal oldalon pedig

p(n) +p(n—1)-a1+pn—2)-az+...+p(1) an-1+ay.
Az emlitett egyértelmiiségi tétel miatt ez 0, azaz
(34) p(n) = —ap(n —1) —azp(n —2) — ... — an—1p(1) — an.

Ez tehat a p(n)-re egy rekurziv formula. Ha ezt p(n) értékeinek szamitasara akarjuk felhasznélni, akkor ez egy igen
jol hasznalhato formula. Ugyanis a p(v)-k igen nagy szamok; ha (34)-ben sok tag van, akkor ez nagyon sok szamolast
jelent. De Euler tétele szerint az a,-egyltthatok java része 0, ugy hogy (34) valojaban joval kevesebb tagot tartalmaz.
Ez a tény még ma, a gyors szamitogépek kordban is hasznos, hiszen pl.

p(200) = 3 972 999 029 388,

de Ramanujan koraban neki rendkiviil sokat jelentett. Espedig azért, mert még Indidban megkezdett vizsgalatai a
p(n)-ek oszthatosagi tulajdonsagaira vonatkozolag mindig konkrétan kiszamolt p(n)-eken konstatalt numerikus észre-
vételekkel kezdGdtek. Marpedig Ramanujannak ezek és az ezekbdl kiinduld, maig is csak naplojaban levs feljegyzései
inditottak B. Birch oxfordi professzort 1975-ben, tehat Ramanujan haldla utan t6bb, mint 50 évvel, hogy ,,A look back
at Ramanujan’s Notebooks” c. dolgozatabarﬁ leirjon olyan mondatot, hogy ,,... They support the view that Ramanuj-
an’s insight into the arithmetics of modular forms was even greater than has been realized...’f] mindezt egy emberrdl,
aki kozépiskolait sem tudta elvégezni!

4Visszapillantas Ramanujan naploira.
5”Mindezek alatamasztjak azt, hogy Ramanujan tobbet latott meg a modularis formak aritmetikajabol, mint eddig gondoltuk ...”



