Elsé feladat. Egy paralelogramma csiucsai a koriljdards sorrendjében: A, B, C, D. A paralelogrammdn kivil levd
P pontra a« PAB és PCB szogek nagysdga egyenld, irdnyitisuk pedig ellentétes.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor APB< = DPC<.

I. megoldas. Allapitsuk meg el6szor, hol helyezkedik el a P pont. Megmutatjuk, hogy nem lehet az AB, AD
félegyenesek meghatarozta, C-t tartalmazo szogtartoméanyban. Valoban, az itt fekvg P pontokraﬂ a PAB< része a
DAB<-nek, a PCB< viszont tartalmazza a DAB<-gel egyenlé DC B<-et.

P

1. dbra

Hasonl6an nem lehet P az A-t tartalmazo DC B szogtartoményban sem, tehat vagy az AB és C'B egyenesek B-n
tuli meghosszabitasai kozti kenvex szogtartoméanyban van, vagy AD-nek és C'D-nek a D-n tuli meghosszabitasai kozt.

Feltehetjiik, hogy az elébbiben, mert ellenkezs esetben az ellentétesen iranyitott BAP és BCP szogekkel egyiitt
a paralelogramma A-ndl, ill. C-nél levs szogével csokkentett DAP és DCP szogek nagysaga is egyenls és iranyitasuk
ellentétes. Igy tiikrozve a paralelogramma kozéppontjara, visszavezettiik a problémat arra az esetre, amikor P az AB
és C'B meghosszabbitasa hatarolta tartomanyban van.

Toljuk el a P pontot a BC vektorral. Uj helyzete legyen Py (2. abra). Ekkor a DC'P; haromszog az ABP haromszog
eltolt képe, BPP,C pedig paralelogramma. A Py DC< és a PAB< irdnyitas és nagysag szerint megegyezik. Utobbi a
feladat feltétele szerint a BC P<t-gel egyezik meg nagysagban és iranyitasra is, ez pedig a P PC'<-gel, mert a BPP,C
paralelogramma kozéppontjara valé tiikrozés egymasba viszi at a kettGt.

2. dbra

Azt nyertiik tehat, hogy a P-t és a D-t Pj-gyel 0sszekots egyenest egyezd irdnyban egyenls szoggel elforditva
kapjuk a C-n atmend egyeneseket. Ez azonban azt is jelenti, hogy C, D, P és P, egy koron van. Ekkor a P-t és Pj-et
C-vel 6sszekotd egyeneseket is egyezd irdnyu és nagysaga forgas viszi at a P-t ill. Pi-et, D-vel 6sszekotd egyenesekbe.
A P,C, P D egyeneseket viszont C'B vektorral eltolva a PB, PD egyeneseket kapjuk. Az el6bbit az utobbiba tehat
ugyanolyan irdnyt és nagysagu forgas viszi at, mint PC-t PD-be. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. A keriileti szogek tételét nem egészen megszokott formaban fogalmaztuk meg. Ezt azért tettiik,
mert ebben a forméban sziikséges és elégséges feltételét kapjuk annak, hogy négy pont egy kordn fekiidjék, anélkiil,
hogy vizsgalni kellene a pontok egymashoz viszonyitott elhelyezkedését a sikban.

Az A, B, U, V pontok akkor és csak akkor vannak egy kéron, ha az AU és BU egyenest ugyanolyan nagysdgi €és
irdnyi elforgatds viszi dt az AV, ill. BV egyenesbe (3. dbra).

1Az abran a szdgek iranya ellentétes



3. dbra

A tétel ilyen megfogalmazasat hasznélva elhagyhatjuk azt a feltevést is, hogy a P pont a paralelogramman kiviil
van. Minden esetben igaz, hogy ha a feladat tovabbi feltételei teljesiilnek, akkor a P-t B-vel, ill. C-vel 6sszekdto
egyenes egyezd nagysagu szoggel forgathato egyezs irdnyban az A-val, ill. D-vel 6sszek6ts egyenesbe. A fenti bizonyitas
valtoztatéas nélkiil érvényes marad, amint az a 4. 4bran kénnyen kévethetd.

4. dbra

2. Az el6z6 megjegyzésben megfogalmazott tételt, illetSleg annak megfelels Osszefiiggéseket altalaban a kdzépponti
és keriileti szogek kozti Osszefliggésbdl szokas levezetni, a tétel azonban kdnnyen belathaté kdzvetleniil is.

Elgszor kissé modositjuk a keriileti szog és a belefoglalt koriv fogalmét. Keriileti szognek nevezziik két egyenes
szOgét, ha az egyenesek a kor keriiletén metszik egymast. Tekintsiik az egyenesek masik metszéspontjat a korrel. A
két egyenes szoge altal befoglalt koriven a kornek a metszéspontok kozti két ive koziil azt értjiik, amelyiket a két
egyenes adott nyilasszogl szogtartomanya tartalmaz. Ha az egyenesek irdnyitott szogét tekintjiik, akkor a befoglalt
ivet is irdnyithatjuk az els6 szogszarral valé metszésponttol a masodik szdgszarral valé metszéspont felé. Nem zarjuk
ki azt sem, hogy az egyik szogszar érints legyen; ez esetben az ezzel a szarral val6 ,masodik metszéspont” is jelentse
az érintés pontot (5. abra).

5. dbra

A keriileti sz0g ilyen értelmezésével megengedtiink olyan eseteket is, amelyeknél a szog csticsa a befoglalt koriven
van és nem csak a 180°-ra kiegészit6 szoget tekintjiik mint a teljes korré kiegészits iven nyugvo keriileti szoget

A kovetkezo tételt bizonyitjuk be:

Adott kér két (iranyitott) kerileti szoge akkor és csak akkor foglal be nagysdgra és irdnyra egyenld fveket, ha egyenldk.

A tételbdl nyilvanvaloan kovetkezik az el6zd megjegyzésben kimondott tétel. Ha ugyanis A, B, U, V egy koron
fekszik, akkor az AU, AV egyenesek szoge is, a BU, BV egyeneseké is ugyanazt az UV ivet foglalja magaba, tehat
egyenldk.

2Ezért latszott célszeriibbnek befoglalt ivrsl beszélni, mint arrél az ivrél, amin a szdg nyugszik.



Ha viszont AU és AV nagysagra és iranyra ugyanakkora széget hataroz meg, mint BU és BV, akkor elGszor is
nem lehet A, B és U egy egyenesen, mert akkor AU-val, ill. BU-val egyenl$ szoget bezard egyenesek parhuzamosak
lennének, nem lehetne egy kozos V' metszéspontjuk, kivéve, ha egybeesnek ekkor sincs azonban egy meghatarozott V/
metszéspont.

Létezik tehat egy egyértelmtien meghatérozott, A-n B-n, és U-n atmend kor. Messe ez AV-t V'-ben. Ekkor BU és
BV’ szige megegyezik AU és AV szogével, tehat feltétel szerint BU és BV szdgével is, BV tehat egybeesik BV'-vel
és igy AV-vel valo V metszéspontja is V'-vel. Ez azonban éppen azt jelenti, hogy A, B, U, V egy koroén van, és ezt
akartuk belatni.

Bizonyitsuk be ezutdn a font kimondott tételt, legyen a korben két keriileti szog. Az egyiket alkossdk az e és f
egyenesek, a masikat a g és h egyenesek. Forgassuk el az utobbit agy, hegy az elforgatott gi és hy egyenes koziil ¢q
legyen parhuzamos e-vel. Jeloljiik a szogek csucsat A-val, ill. B-vel, e, f, g1, h1 mésik metszéspontjat a korrel F, F
G1, Hy-gyel (6. abra).

Hy

Hy

6. dbra

Két allitast kell belatnunk.

a) A szogek egyenldségébél kovetkezik az iveké: ha e és f szOge megegyezik g1 és hy szogével, akkor h; is parhuzamos
f-fel. Az AE és BG; parhuzamos hurok felezd merdlegese a kornek egyarant dtmérgje és parhuzamosak, tehat egybe-
esnek. Az EG; ivnek erre az atmérdre vett tiikdrképe az AB iv, ezek tehat egyenlSk és ellentétes iranyiak. Hasonldan
az FHy iv is egyenl6 AB-vel és ellentétes irany, tehidt FGp és F'Hy egyezs irdnyd és nagysagu. Ekkor azonban E'F
és (G1 H; is egyezl irdnyu és nagysagu, mert az el6bbi az EG, és G1 F ivek Osszege, az utdbbi pedig G F-b6l az F Hy
iv hozzaadasaval keletkezik.

b) Az ivek egyenléségébdl kivetkezik a szogeké: Ha az EF és G1H; ivek irdnyra is, nagysagra is megegyeznek,
akkor FGy = EF + FG, és FHy = FGy + G1H; ivek is megegyeznek. Mivel e || g1 most is fennall, igy EG; és AB
egyez6 nagysagu és ellentétes irdnyu ivek. Ekkor azonban ugyanez all az AB és F'Hy ivekre is. Ha tehat tiikkroziink
az AF hurt mer6legesen felez6 atmérdre, akkor B tiikkorképe Hi lesz. Eszerint a BH; egyenes, vagyis hy is meréleges
a tiikortengelyre, tehat parhuzamos f-fel. Ekkor azonban g; és hy szdge megegyezik e és f szogével, és ezt kellett
belatnunk.

II. megoldas. A P pont rombusz esetén a BD atlo egyenesének a paralelogramman kiviili részén van, mert a
BD-re val6 tiikrozés A-t C-be és igy a BAP szoget a BC'P szbgbe viszi at.

Ha a paralelogramma nem rombusz, akkor mérjik az A-bdl indul6 és B-n dtmend félegyenesre az ABy = AD
tavolsdgot. A Bi-en at AD-vel parhuzamosan hizott egyenes messe a C'D egyenest Ci-ben. Egy P; pont, amely az
AB;C1D paralelogrammaéra vonatkozoan elégiti ki a feladat feltételeit, a DB; atlo egyenesén van. Szimmetria folytan
feltehetjiik, hogy a Bi-en tuli meghosszabbitason (7. dbra).



7. dbra

Toljuk el a B1Cy Py, szoget ugy, hogy B1C1 menjen at BC-be. Ekkor P; az AP; egyenes mentén mozdul el és jut a
P pontba. Ez a BC egyenes ellenkez6 partjan van mint A, mésrészt az egész A-bol induld Pj-en dtmend félegyenes AB
ellenkez6 partjan van, mint a paralelogramma. Igy P az AB és CB egyenesek B-n tuli meghosszabbitasai hatéarolta
sikrészben van.

Messe AB és CB egyenese a CP, ill. AP egyenest E-ben, ill. F-ben. Megmutatjuk, hogy az APCD és EPFB
négyszogek hasonloak, a cstcsokat felsorolt sorrend szerint feleltetve meg egymadasnak. (8. abra)

D C

8. dbra

Valoban P-nél levé szogiik kozos; masrészt EBF < = ABC'<, mert egymas cstcsszogei, viszont ABC<t = ADC<;
végiill BEP< = DCP< = DAP<. Az utobbi egyenl6ség épp a feladat feltétele folytan all fenn.
Az ABF és C'BE haromszog hasonld, mert A-nal és C-nél feltétel szerint egyenls szog van, a B-nél levd szogek
pedig csucsszogek. Ebbsl kovetkezik, hogy
BE BC AD
BF BA CD’
azaz a két négyszog egy-egy egymasnak megfelel§ oldalparjanak az aranya is megegyezik. Ebb6l mar kovetkezik a két
négyszog hasonlésaga és ebbdl az, hogy az atlok az egymasnak megfelels oldalakkal egyenls szdget zarnak be. Igy
APD< = EPB< = CPB<. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Masodik feladat. Valaki 5° (= 3125) szelvénnyel lottozik. Bdarmely két szelvényét nézzik, van olyan szam, amely
mindkét szelvényen meg van ikszelve.

Bizonyitsuk be, hogy az 1-t61 90-ig terjedd szdmok kozott taldlhato 4 olyan, hogy az illetd mindegyik szelvényén a 4
szdm kozil legalabb az eqyik meg van ikszelve.

Megoldas. Feltessziik, hogy a kiilonféle lottoszelvények kiilonféleképpen vannak kitoltve. Vegylink egy tetszéleges
L, lottoszelvényt. A tobbi 5° —1 db lottészelvény mindegyike tartalmazza az Li-en levs 5 szam valamelyikét. Az Li-en
levé 5 szam koziil tehat legalabb az egyiket a tobbi szelvenyek koziil legalabb 5% tartalmazza. Valasszunk ki egy ilyen
szamot, jeloljiik ezt a-val. a-t tehat (Li-et is beleszamitva) tobb, mint 5% szelvény tartalmazza. Ha minden szelvény
tartalmazza a-t, akkor az allitds helyes. Ha nem, legyen Lo egy olyan szelvény, amely nem tartalmazza a-t. Az a-t
tartalmazo, tobb mint 5% szelvény mindegyike tartalmaz legalabb egy Lo-n levé szamot. Tehat az Lo-n levé 5 szam
koziil legalabb az egyiket (mondjuk b-t) az a-t tartalmazé szelvények koziil t6bb, mint 53 kell, hogy tartalmazza. Ha
minden szelvény tartalmazza a és b koziil legalabb az egyiket, készen vagyunk. Ha nem, legyen L3 egy sem a-t, sem b-t
nem tartalmazo szelvény. A fenti gondolatmenetet megismételve taldlunk Ls-on egy olyan ¢ szamot, hogy tobb mint
52 szelvény van, amelyik a, b, ¢ mindegyikét tartalmazza. Ismét készen vagyunk, vagy van olyan L4 szelvény, ami a,
b, c egyikét sem tartalmazza, és ekkor ezen taldlunk olyan d szadmot, hogy tobb, mint 5 szelvény tartalmazza a, b, c,
d mindegyikét. Ha lenne olyan Ls szelvény, amelyik a, b, c, d egyikét sem tartalmaznd, akkor az Ls-6n lev6 6t szam
egyike, mondjuk e, olyan lenne, hogy tobb, mint 1 szelvény lenne, amelyik a, b, ¢, d, e mindegyikét tartalmazna. Mivel
ez feltevésiink szerint lehetetlen, bebizonyitottuk, hogy az a, b, ¢, d szdmnégyes rendelkezik a kivant tulajdonsaggal.

Megjegyzések. 1. Arra a feltevésre, hogy kiilonb6z6 szelvények kiilonboz6képpen vannak kitoltve, valoban sziikség
van. Konnyen konstrualhatunk olyan példat, ami ezt mutatja. Valasszunk ki pl. az els6 9 természetes szam koziil



9
minden lehetséges médon 5-0t. Ez (5) = 126-feleképpen lehetséges. Ezutan az 5° szelvény mindegyikén ezen 6t6s6k

valamelyikét jeloljiik ki, mégpedig a 126 db 6t6s mindegyike legalabb egy szelvényen legyen kijelolve. Konnyen lathato,
hogy ekkor barmely két szelvény tartalmaz kozos szamot, mégsem talalhatunk a mondott tulajdonsaggal rendelkezd
szdmnégyest.

2. Ha vesziink 5° db kiilonbozéképpen kitoltott lottoszelvényt, ugy hogy barmely kettének van kozos eleme, akkor
vilagos, hogy van 5 olyan szadm, hogy minden lottészelvény tartalmazza ezen 5 szam koziil legalabb az egyiket. Pl.
akarmelyik lottoszelvényen megjelolt 5 szam megfelel. Nehezebb (és éppen ez volt a feladat allitasa), azt bizonyitani,
hogy mar 4 szam is talalhato a kivant modon.

Nem javithato-e a 4 tovabb 3-ra, azaz nem igaz-e, hogy mindig van 3 olyan szam, hogy mindegyik lottészelvény
tartalmazza e 3 szam valamelyikét? Megmutatjuk, hogy nem.

Rendezziik el az 1-t6] 10-ig terjedd szamokat az alabbi séma szerint:

Valasszuk ki ezek utdn az Osszes olyan szadmnégyest, amit igy kapunk hogy valamelyik szintrél az 6sszes szamot
vessziik, minden alatta levé szintrél 1-1 szamot vesziink, a f6lotte levs szintekrdl pedig nem vesziink szdmokat.
Ilyen négyesek pl.:

1 2 5 8
1 2 6 7
2 3 4 10
4 5 6 8
7 8 9 10

Osszesen 4 o4 o4
ﬂ+5+§+az4-3~2+4-3+4+1:41
ilyen szamnégyes van. Konnyen latszik, hogy barmely kettének van koézos eleme, és nem taldlhaté 3 olyan szam, hogy
mind a 41 szamnégyes tartalmazna ezen 3 szam valamelyikét.

Vegyiik ezutéan hozza mindegyik négyeshez a 11-t6l 90-ig terjeds szamok mindegyikeét. Igy
41 - 80 = 3280

szamotost kapunk dgy, hogy barmely kettének van kozos eleme és nincs 3 olyan szdm, hogy mindegyik szamo6tos
tartalmazna e 3 szam valamelyikét. E szamotosok szama még tobb is, mint a kivant 3125 = 5°. Ha azt akarjuk, hogy
szamuk pontosan 3125 legyen, hagyjunk el 155 db-ot koziiliik, csak arra vigyazva, hogy az elhagyas utan is még mind a
41 szamnégyest legalabb egy megmaradt szamotos tartalmazza. Nem nehéz belatni, hogy ez a konstrukcié rendelkezik
a kivant tulajdonsaggal.

3. Mint lathato, a feladat bizonyitdsaban nem hasznaltuk ki, hogy éppen 90 szam koziil valaszthatok az 6tosok.
Valojaban azt bizonyitottuk, hogy akidrhogy valasztunk (barmely elemekbdl képzett) 5° db 5-elemii halmazt tgy, hogy
barmely két halmaznak van kozos eleme, akkor mindig talalhaté 4 olyan elem, hogy mind az 5° db halmaz mindegyike
tartalmazza e 4 elem koziil legalabb az egyiket.

Altalanosabban a kévetkezd igaz: ha van n™ db n elemii halmaz (n > 2) gy, hogy barmely kettének van kozos
eleme, akkor talalhato (n — 1) db elem gy, hogy barmely halmaz tartalmazza ezen (n — 1) elem koziil legalabb az
egyiket. Ennek bizonyitasa teljesen megegyezik a fent kozolt bizonyitassal, csak éppen az ott szerepld gondolatmenetet
nem 5, hanem n 1épésen keresztiil kell megismételni.

4. Az eddig targyalt problémakor matematikai tartalma még altalanosabban a kovetkezs: Ha vannak n elemi
halmazok tgy, hogy barmely kettének van kozos eleme, tovabba tudjuk, hogy nem taladlhat6 n-nél kevesebb elem tugy,
hogy mindegyik halmaz tartalmazza ezen elemek valamelyikét, akkor ezek az n elemi halmazok nem lehetnek sem tul
sokan, sem tul kevesen.

Mennyi itt a ,tul sok”? A 3. megjegyzésben lattuk, hogy n"-t mér biztosan nem érheti el a szamuk. Méasrészt a
2. megjegyzésben leirt konstrukciét n szintbdl allé szamharomszogre altalanositva latjuk, hogy

n! nl n!
ﬁ'ﬁ‘a-i-...—l—mz [(6—1)-71!}
n elemi halmaz még talalhato a fent leirt modon.
(Itt e = 2,71828. .. és [z] jeloli a legnagyobb olyan egész szdmot, amelyik nem nagyobb z-nél.)
Nagy n-re [(e —1)-n!] sokkal kisebb, mint n”. Hogy [(e —1)-n!] és n" kizott hol kezd6dik a ,til sok”, nem tudjuk.



Mennyi a ,tal kevés”? Nem nehéz belatni, hogy 2(n — 1) mar tul kevés. Ha ugyanis legfeljebb ennyi halmazunk van,
akkor kettenként véalaszthatunk hozzéjuk egy-egy elemet, ami annak a kett6nek mindegyikében benne van, (hiszen
barmely két halmaznak van kozos eleme) és igy legfeljebb (n — 1) elemre lesz sziikségiink.

Véges projektiv sikok] segitségével tudunk olyan halmazszamot is megadni, amennyi mar nem ,til kevés”. Vegyiink
egy olyan véges projektiv sikot, amelyen minden egyenesnek n pontja van. Ilyen mindig talalhatd, ha n—1 primhatvany.
Az egyenesek lesznek a szoban forgd n-elemii halmazok, szamuk n? — n + 1. Barmely kett metszi egymast, és nem
nehéz belatni, hogy nem adhat6 meg agy (n — 1) pont, hogy minden egyenes tartalmazza legalabb az egyiket koziiliik.

Finomabb moédszerek alkalmazasaval ErdGs Pal és Lovasz Laszloé kimutatta, hogy a ,tul kevés” valahol gn —3 és

c-n’/? -log n kozott ér véget, ahol ¢ alkalmas konstans. Hogy pontosabban hol van ez a hatar, az ez id§ szerint szintén
nem ismeretes.

Harmadik feladat. Tegyik fel, hogy egy mdsodfoki (valds egyiitthatos) polinom minden (valds helyen felvett)
helyettesitési értéke pozitiv. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a polinom elddllithato két pozitiv egyitthatos polinom hanyado-
saként.

I. megoldas. Legyen a kérdéses polinom
f(z) = az® +bx +c.
A feladat masodfoka polinomrol szél, tehat a # 0. Ha a polinom csak pozitiv értékeket vesz fel, akkor
f(0)=c>0.

Megmutatjuk, hogy a is pozitiv. Irjuk f-et

b\’ b2
1 il _ 2
W o(s+3;) +om i
alakban. Itt az utolsé két tag allando. Az elsé tag masodik tényezGje tetszés szerint naggya tehet x alkalmas megva-
lasztasaval. Igy ha a negativ volna, akkor a polinom venne fel negativ értéket is.

1
Feltehetjiik, hogy a = 1, mert f és —f mindegyike a masikbol egy pozitiv szammal valé szorzassal kaphaté. Ez a
mivelet pozitiv egyiitthatés polinomok hanyadosat djra ilyenbe viszi at, ha pl. a hanyados szamlaléjat szorozzuk a

szammal.
Ha b pozitiv, akkor az 1 konstans polinom nevezével kapunk egy kivant alaka elGallitast. Ellenkezd esetben célszerd

b
az (1) eldallitasban szerepld §_t jelolni (—d)-vel és a konstanst is egy betiivel, mondjuk h-val. Ekkor (1) igy alakul:

(1) f(@) = (x —d)* + h.

Ittd>06és f(d)=h>0.

A feladat allitdsanak igazolasédhoz elég egy olyan pozitiv egyiitthatos polinomot talalni, amelyikkel f-et megszorozva
a szorzat is pozitiv egyiitthatos lesz.

Ha d = 0, akkor pl. « 4+ 1 nyilvanvaléan megfelel a kdvetelményeknek.

Ha d > 0, akkor prébalkozzunk az

(2) (z" +dz" ' + ...+ d" e+ d")°
polinommal. Ha (1') elsé tagjat szorozzuk, akkor

2
($n+1 _ dn+1) — I2n+2 _ 2dn+1xn+1 4 d2n+2

adodik. Ehhez kell még (2)-nek a h-szorosat adnunk. Ebben a polinomban z minden hatvanya fellép a 0-adfokutol a
2n-edfokuig pozitiv egyiitthatoval.

Azt kell megnézniink, tudjuk-e n-et tgy valasztani, hogy a kapott polinomban az (n + 1)-edfoku tag egyiitthatoja
nagyobb legyen, mint 24"

Ha (2)-t két egyenld tényezs szorzataként képzeljik el, akkor az els6 k-adfoku tagjat a masodik (n + 1 — k)-adfoku
tagjaval szorozva kapunk (n + 1)-edfoku tagot. Ez lehetséges, ha k = 1,2,...,n. Mindegyik esetben d"'2""! lesz a
szorzat, igy (1) és (2) szorzataban z" 1! egyiitthatoja

nhd™ ! — 24" = d" " (nh — 2d°).

3A véges projektiv sik definicioja és elemi tulajdonsagai megtalalhatok pl. a K.M.L. 51/2 (1975. oktober) szaméaban az 53. oldalon
kezd6d6 cikkben, vagy az alabbi szakkori fiizetben:
Lovdsz—Pelikdn—Vesztergombi: Kombinatorika. 2. kiadas (Tankdnyvkiad6, Budapest, 1972. 128. old.)



Ez az egyiitthat6 pozitiv, ha

>2d2
n o

Ha igy valasztjuk meg n-et, akkor tehat a szorzat pozitiv egyiitthatos lesz, csak a (2n + 1)-edfoku tag hianyzik
belsle — 0 lesz az egylitthatoja. Ha még megszorozzuk a szorzatot pl. (x + 1)-gyel, akkor mar olyan polinomot kapunk,
amelyikben a 0-adfoku tagtol a (2n+ 3)-adfoku tagig mindegyik szerepel pozitiv egyiitthatoval. Ezzel a feladat allitasat
bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Ha mésodfoki polinomon legfeljebb masodfokut értiink, akkor sem lehet, hogy masodfokd tag nem
lép fel ténylegesen, de els6fokd igen, mert minden ilyen polinom vesz fel pozitiv és negativ értéket is. Egy ¢ pozitiv
konstans polinom viszont irhaté % alakban mint két pozitiv egyiitthatoés polinom hanyadosa.

2. Volt, aki megelégedett azzal, hogy a ténylegesen felléps tagok egyiitthatdja pozitiv legyen, de megengedte, hogy
egyes hatvanyok kimaradjanak, mint (1') és (2) szorzatabol a (2n + 1)-edfoki tag. Ha ilyen alakig sikeriilt eljutni,
akkor mar nem nehéz a feladat szigorubb kovetelményeit is kielégité polinomhoz jutni. Konnyen lathato, hogy ha
egy nem-negativ egyiitthatoés polinomot, amelyben két-két eléforduld tag kozt legfeljebb k darab hatvany hidnyzik,
megszorzunk pl. az

I4+z+a?4.. 42"

polinommal, akkor mar nem lesz kimarad6 hatvany a legmagasabb foku tagig.
3. Nem csak z? egyiitthatojat valaszthatjuk 1-nek, x egyiitthatojanak abszolat értékét is megvaltoztathatjuk. Ha
ugyanis z helyébe ry-t irunk egy pozitiv r szdmmal, akkor

flry) =1 (y2 - §y+ T%) :

Ha itt a masodik tényezd elsallithato pozitiv egylitthatos Py és Ps polinomokkal P (y)/Pa(y) alakban, akkor

f-nek egy el6allitasa pozitiv egyiitthatos polinomok hanyadosaként. Igy irhatjuk f-et pl. 22 — x4+ u vagy 2 — 2z +v =
(z —1)° + w, (w= v — 1) alakban.

4. Lattuk, hogy a masodfoki polinom egyiitthatoitdl fiiggott, hogy hanyadfokt szamlaloval és nevezdvel sikeriil
azt pozitiv egylitthatos polinomok hanyadosaként irni. A fenti eljardsban a szorz6 polinom N fokszama (az el6allitas
nevezGjéeé)

2
N=2n+1> % + 1.

Az 2 — 22+ 1,1 = (z— 1)2 + 0,1 polinom esetén pl. ez legalabb 42-edfoku szorzot jelent. Az

(2% — 22+ 1,1)(2° + 2,012% + 2,9327 + 3,655 + 4,082° 4 4,152* + 3,8132> + 3,062+
+1,93z + 0,492) = 2" +0,012'° + 0,012° 4 0,0012° + 0,003z + 0,0052°+
+0,001z° 4+ 0,001z* + 0,0003z> + 0,000222 + 1,139z + 0,5412,

(2% — 22+ 1,1)(1 4+ 1,822 + 2,4122 + 2,7323 + 2,782 + 2,5732° + 2,15125 + 1,57227+
+0,9032% + 2,132° = 1,1 4 0,002z + 0,01122 + 0,003z + 0,008z* + 0,0003z°+
40,00012% + 0,0002z7 4 0,0003z% + 0,0003z° 4 0,4772'° + 0,213211,

azonossagok azt mutatjak, hogy mar 9-edfokt polinomok is megfelelnek (két egészen kiilonbozo felépitési is). Az sincs
kizarva, hogy még alacsonyabb fokuval is célt lehetne érni.

II. megoldas. A harmadik megjegyzés szerint irhatjuk a mésodfoku polinomot 2? — 2z + v alakban. Ez csak
pozitiv értékeket vesz fel, ha v > 1.

A masodik megjegyzés értelmében elég olyan nem-negativ egyiitthatos polinomot keresni, amivel ezt a polinomot
megszorozva a szorzat is nem-negativ egyiitthatos lesz. Ezt a polinomot

ag+a1x+ ... +az"
alakban keresve feltehetjiik, hogy ag = 1. Az a;-knek olyan nem-negativ szamoknak kell lenniiik, amelyekre

av —2a9 >0, a;v—2a;-14+a;_2>0, ha t=2,...,n, é —2a,+a,_1>0.



Keressiink olyan a;-ket, amelyekre az els6é n feltételben egyenl@ség &ll fenn és probaljuk n-et agy valasztani, hogy az
utolso feltétel is teljesiiljon. Legyen tehat
2 2 20,1 — G;—
(3) alzﬂ:—, ai:M 1=2,...,m.
v v v
Kérdés, megvalaszthato-e n agy, hogy az utolsé egyenlGtlenség is teljesiiljon. Ez az egyenl6tlenség azt jelenti, hogy ha
a fenti szabalyossag szerint még az (n + 1)-edik elemet is képezziik a sorozatban, az mar nem lesz pozitiv.

Ab = & hanyadosokra (3) a kovetkezs Osszefiiggéseket adja:

;-1
5 1
2 b
blzﬂ:al:_u bl: b11 2—2, ,n
an v
Olyan n-re van sziikségiink, amelyre
1 1
E Z 2, azaz bn S 5
Ismeretes és konnyen beldthaté, hogy minden pozitiv u-ra
1 1
u+—>2 azaz 2——<u.
u u
Ezt felhasznalva
1
9 _
b = bi—1 < bi—1
v v

Ezt az egyenl6séget (i — 1)-szer alkalmazva azt nyerjiik, hogy

o2

— ,Uz—l Vt

1
Mivel v > 1, igy van egyenlGtlenségiink szerint olyan n, amelyikre b,, < 3 és mar lattuk, hogy elég a legkisebb

ilyen n értéket megkeresniink. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Lényegében a fenti gondolatmenet szerint késziilt az I. megoldas utani 4. megjegyzés elsé példaja,
azzal a moédositassal, hogy a szorzat egyiitthatéit nem tettiik 0-va, csak v-hez képest nagyon kicsivé, hogy utdlag ne
kelljen még egy magas fokt polinommal szorozni ahhoz, hogy szigortan a feladat feltételeinek megfelel§ polinomokhoz
jussunk.

Eljarhatnank agy is, hogy a,-t valasztjuk 1-nek, és ezutan a végétdl visszafelé haladva hatarozzuk meg az egyiitt-
hatokat pl. agy, hogy mindeniitt egyenlség teljesiiljon. Ekdzben n értékét hatarozatlanul hagyjuk, addig haladunk,
amig az utolso két nyert értékre mér az elsé egyenlGtlenség is teljesiil. Ezen az alapon késziilt az emlitett megjegyzés
mésodik példaja.

III. megoldas (vazlat). Ismét azt mutatjuk meg, hogy taldlhatunk masodfokd polinomunkhoz olyan nem-negativ
egyiitthatos polinom szorzot, amivel szorozva a szorzat is nem-negativ egyiitthatos lesz.

A maésodfoku polinomot irhatjuk

4) 2 — bz +c
alakban, ahol b és ¢ pozitiv. Akkor lesz a polinom minden értéke pozitiv, ha
(5) b? < 4de.
Szorozzuk meg (4)-et az x* + bx + ¢ polinommal. A szorzat
zt — (b = 20)x? + 2.
Ha b? < 2c¢, akkor ezzel célt is értiink. Ha 2c < b*(< 4c), akkor szorozzunk még z* + (b* — 2¢)z? + c-tel; a szorzat
z® — ((b* — 20)2 —2¢%)at + ¢t

Itt * szorzoja

(22 = 2+ Vv2)e) (1 - (2= V2)e),

tehat elértiik célunkat, ha b? < (2 + \/5)0, mert a méasodik tényezs feltételei szerint pozitiv. Ha nem, akkor folytatni
kell az eljarast. Kérdés, hogy eljutunk-e igy véges szami 1épésben nem-negativ egyiitthatds szorzathoz.



Az n-edik 1épés utéan ilyen alakd szorzatot kapunk:
:102n+1 — bnxzn +c2".
A b,,-ek sorozata a
(6) bpy1 = b2 — 2"

képzési szabaly szerint keletkezik a by = b kezd§ értékbdl kiindulva.
Azt szeretnénk belatni, hogy tetszés szerinti (5)-6t kielégité pozitiv b, ¢ értékekbdl kiindulva b, elég nagy n-re
negativ lesz. Ehhez b,,-et szorzat alakban irjuk. Ezt b, esetében igy tehetjiik:

by = (((b2 - 20)2 - 202)2 - 204)2 —2c% = (((b2 - 20)2 - 202)2 -2t — \/504) (bs + \/504) =
= ((b2 - 2c)2 —2c7 —\/2+ \/§c2) (bg +1\/2+ \/502> (bs + \/504) =
(zﬂ = (2+\/2+\/2+\/§)c> (bl —\2+ \/2+\/§c> (b2 + V2 + V2e) (b5 + V2,

Itt egy ujabb sorozat lépett fel. Ennek a képzési szabalyat kicsit altalanosabban, mint ahogy szamitésainkban
szerepel, igy adhatjuk meg: legyen tetszés szerinti pozitiv z kiindulasi értékkel

a1(z) =z és ant1(2) =2+ vV an(2), ha n=12...

Ekkor a fenti szorzatban az
an = an(2)
sorozat néhany tagja szerepel.

Konnyti latni, hogy adott z értékre az a,(2) értékek n novekedtével novekednek, és hogy adott n-re z novekedtével
an(z) is novekszik. Teljes indukcidval belathato, hogy minden n-re a,(4) = 4, igy

an = an(2) < an(4) =4,

minden n-re.
A by-re talalt fenti elallitashoz hasonléan minden b, szorzatta alakithat6. Az els6 tényezs b% — anc lesz, és ezt kell

szorozni by + ,/an_;gcykl alaku tényezSkkel a k =1,2,...,n — 1 értékekre. Ezt roviden igy jeloljiik:

n—1
b, = (b2 — anc) H (bk + \/anfkczkil)
k=1

Ezt ismét teljes indukciéval lehet beldtni.

Az (5) feltétel szerint b?/c egy 4-nél kisebb érték. Azt kell belatnunk, hogy a, vesz fel alkalmas n-re ennél nagyobb
értéket. Ha ez igaz, akkor a legkisebb ilyen n-et ng-val jelolve az ng-nal kisebb indextd b-k pozitivok, viszont b,, negativ,
s igy mp-szor ismételve szorzasi eljarasunkat, nem-negativ egyiitthatés polinomhoz jutunk.

Tudjuk, hogy a,, is kisebb 4-nél minden n-re. Megmutatjuk azonban, hegy elég nagy n-re tetszés szerint kozel jut
4-hez. Valoban, ha n > 1, akkor

o 4_an—1 74_an—1<4_an—1
N 2+\/an71 B an 2

Alkalmazva ezt az egyenlGtlenséget Gjra és djra, egyre csokkend indexekkel végiil azt kapjuk, hogy

0<4—-ap=2—-/an—1

4—@1 1

d=an < oo =50

ez pedig tetszés szerint kicsi, ha n elég nagy. Ezzel a feladat allitdsat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Ha itt az n-edik 1épés utan allunk meg, akkor a szorzatban a hidnyzo6 egymaés utani hatvanyok szama
2™ — 1 lesz, igy a szorzo6 polinom fokszama, ha pontosan a feladatban kitiizott célt akarjuk elérni,

24224 42" 42" —1=3(2" 1)
lesz. A megoldas gondolatmenete szerint biztosan célt ériink, ha n-et ugy valasztjuk, hogy

1 b2
< 4 — —
on—2 c



teljesiiljon. Ez az I. megoldés utolsé megjegyzésének példaja esetében 33-adfokt szorzoé polinomot jelent az I. meggon-
dolas gondolatmenetébdl adodo 42-edfokuval (masfelsl a megjegyzésben adott 9-edfokival) szemben.
A feltételeket az I. megoldasban szerepls d és h egylitthatokra atirva altalaban is az ottani korlat 3/4-e adodik
ezen az Uton. Ennél azonban lényegesen jobb becslés is kiolvashato n-re a kovetett gondolatmenetbél.
Ismételten alkalmazva a talalt Gsszefiiggést, azt nyerjiik, hogy
4— Ap—1 4— aq 2

4 — a,n = = = .
Qp, Anp—1...09 Andp—1...02

Ha itt a nevez6 tényez6it nem 2-vel, hanem a legkisebbikkel, as = 2 + V2 > 3,41-dal behelyettesitjiik, maris a

2 b? 2c
— = <4 34171
sAln 1 T ’ s

egyenl6tlenséget kapjuk n meghatarozéasara.
Az emlitett masodfoki polinom esetében legegyszeriibb ténylegesen elvégezni a beszorzasokat, és azt talaljuk, hogy
ezen az uton 21-edfoku polinommal ériink célhoz.



