Tudnivaldk.

A feladatok megoldasara pontversenyt nem irunk ki, de a legjobb megoldok kozott konyvutalvanyokat sorsolunk
ki. A megoldasokat kérjik a lap megjelenését kdvetd honap 20-ig a szerkesztGség cimeére (1443 Budapest, Postafiok
129) bekiildeni. A boritékra irjak ra megoldoink: Pell-féle egyenletek. A megoldasokat nem sziikséges kiilon lapra irni,
de mindig irjak ki, hogy melyik feladat megoldasa kovetkezik. Bar a feladatok egymaésra épiilnek, nem sziikséges mind-
egyiket megoldani. Egyes feladatokat agy is megoldhatunk, hogy elfogadjuk az el6zé feladatok allitasanak helyességét.
vessziik a bekiildott megoldésok tapasztalatait is; éppen ezért kérjiik megolddinkat, hogy a feladatokkal kapcsolatban
minden véleményt, felmeriilt kérdést irjanak meg.

Az I. részben kitidzott feladatok megoldasai
1. feladat: A megadott {0-a}, {1-a}, ..., {n-a} szdmok szama n+ 1, ezek mindegyike a [0, 1) intervallumba esik,
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valamelyikébe esik (i =0, 1, ..., n—1). Ha ennek az n intervallumnak mindegyikében a fenti szamok koziil legfeljebb
egy esnék, akkor a fenti szamokbol legfeljebb annyi volna, ahany intervallumot adtunk meg, azaz legfeljebb n darab. Ez
viszont nem igy van, ezért kell a fentiek koziil legaldbb egy olyan intervallumnak lennie, amelybe a megadott szamok
koziil legalabb kettd esik.

a tortrész definicidja szerint. Ebben az intervallumban minden szam a megadott n darab

2. feladat: Az els6 feladat allitasa szerint létezd két tortrész legyen {b1-a}, és {bs-a}. Az egyszeriiség kedvéért azt is
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feltehetjiik, hogy ezekre 0 < b; < by < n teljesiil. Mivel a szerepld tortrészek ugyanabba az i, i) intervallumba
nn
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esnek, ezért kiilonbségiik abszolut értéke kisebb, mint —. Egyenldség nem allhat fenn, mert az intervallum két végpontja
n
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kozott éppen — kiilonbség, de az végpont mar nem tartozik az intervallumhoz. Igy:
n n
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A [by - a] = ay, és [ba - ] = as jeloléssel, a tortrészt értelmezd {x} = x — [x] Osszefiiggés szerint a kapott eredményilink
1
|b1-a—a1—b2~a+a2| < ﬁ
alakba irhato. Az as — a1 = p és by — by = g szamok nyilvan egészek, és ezekre az el6z6 egyenlGtlenség a kivant
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lp—q-a] < -
n

alakba irhato. A jelolés megvalasztasa szerint ¢ = by — by pozitiv; és legfeljebb n lehet, mert by legfeljebb n és by
legalabb 0.

3. feladat: A 2. feladatban kapott egyenlGtlenséget a pozitiv g szammal végigosztva ismét helyes egyenlGtlenséget
nyeriink. Az ott meghatarozott p és ¢ szamokra ennek a feladatnak a feltételei is teljesiilnek, ezekre tehat

lp/a—a <1/qn
Osszefiiggést nyerjiik. A feladat allitdsahoz tehat elegendd az
1/qn < 1/¢ és 1/gn <1/n
egyenl6tlenségek bebizonyitasa. Mivel mind ¢, mind n pozitivak, ezért a két allitds ekvivalens a
g<n és 1<yq

egyenlGtlenségekkel. E két egyenlGtlenség pedig éppen a g-ra vonatkozo feltételek szerint igaz.

4. feladat: A 3. feladat allitasdbol azonnal kovetkezik a 4. feladaté is, ha egy olyan n természetes szamot tudunk
talalni, amelyre
l/ng‘pi/qi—a‘ (1<i<k).

A B = ‘pz/ qi — a| szamok mind kiilonboznek 0-t6l mert « — feltevésiink szerint — irracionélis. A f; szamoknak
tehat létezik reciprokuk; és igy a kivanalomnak eleget tesz minden olyan n természetes szdm, amely nagyobb az
1/B1, ..., 1/Bk, szamok mindegyikénél.



5. feladat: Azt fogjuk belatni, hogy a kivant tulajdonsagu p;/q; tortek sorozatat minden hataron tul képezhetjiik.
A 3. feladat allitasabol, a irracionalitasat figyelembe véve kovetkezik egy olyan p;/q; tort létezése, amelyre

0< ‘pl/ql —a| < (1/q1)2.

Ha maér elGallitottuk a kivant tulajdonsagu tortek pi1/qi, ..., pr/qx sorozatat, akkor legyen pri1 = p és qryr1 = ¢,
a 4. feladatban elsirt p és ¢ szamokkal. A 4. feladat elsd allitasa és a irracionalitdsa miatt p/q eleget tesz a kivant
egyenl6tlenségnek. A 4. feladat masodik allitasa szerint viszont p/g-nak az el6z6 tortek mindegyikétdl kiilonboéznie kell;
vagyis valoban tudunk mindig djabb megfelels tortet megadni.

A Pell-féle egyenlet kapcsolata az algebrdval

Mint mar lattuk, a
(P) w2 —Dy?* =1

alaku Pell-féle egyenletnél a D rogzitett természetes szam, de nem négyzetszam; olyan x, y megoldasparokat keresiink,
amelyek mindegyike egész szam.

Azt is lattuk, hogy ha D = A? volna, akkor az egyenlet megoldasait azonnal megkaphatjuk az 1 = 22 — A%y? =
(x — Ay) (x + Ay) felbontas segitségével.

A fenti felbontas kézenfekvinek latszik abban az esetben is; ha D nem négyzetszam. Ekkor azonban csak az aldbbi
alaku felbontashoz jutunk:

(z—y-VD)(x+y-VD)=1.

A felbontéas természetesen nem ad moédot az egyenlet azonnali megoldéasara, hiszen itt a bal oldali tényezsk egyike
sem egész szam. Ennek ellenére varhaté, hogy a talalt felbontas valamilyen segitséget mégis csak nyujt a megoldashoz.
Miel6tt azonban barmilyen prébalkozasba belekezdenénk, elGszor célszerd megtanulni, hogy miképpen szamolhatunk
a bal oldali tényez6kben el6fordulé szamokkal. Cikkiink mostani részének ez lesz a célja.

IT. sorozat. (Algebrai szamok)

Elnevezések, jelolések

Tekintsilink egy rogzitett D természetes szamot, amely nem négyzete valamely egész szdmnak.

Jelolje Q[\/B] azoknak az a + b - VD alaka szdmoknak a halmazat, amelyekre a és b racionalis szamok.

Z [\/l_)] azoknak az a + b - VD alakt szamoknak a halmazat jeloli, amelyekre a és b egész szamok.

A Q[\/B]—beli a=a+b-VD szamhoz hozzarendeljiik az a — b - VD szamot; s ezt a hozzarendelést egy foléhtuzott
vonas fogja jelolni. Igy @ =a — b - VD.

A Q[V/D] barmely « eleméhez elkészithetjiik az e szorzatot; ezt a szorzatot N () fogja jeldlni.

Feladatok{]

6. Bizonyitsuk be, hogy az Osszeadés, kivonas és szorzas sem a Q[\/l_)], sem a Z[\/l_)] halmazb6l nem vezet ki;
tovabba a Q[\/l_)] halmazbol nem vezet ki az osztas sem.

7. Bizonyitsuk be az alabbi 0sszefiiggéseket:

@=a, (a+B)=a+B, (a-B)=a B

8. Bizonyitsuk be, hogy az a-nak az @ elemet megfeleltetve, a Q[\/B]—nek egy onmagéara valé kolcsondsen egyértelmi
megfeleltetését kapjuk; tovabba, hogy ez a leképzés pontosan a Z[v/D] elemeit képezi le a Z[v/D]-be.

9. Bizonyitsuk be, hogy N(a - 8) = N(a) - N(8), N(a) racionalis és Z[V/D]-beli a-ra egész; tovibba N(a) = 0
pontosan akkor igaz, ha a = 0.

LA feladatokat folyamatosan szamoztuk. Az els6 &t feladatot az els6 részben tiiztiik ki (Lasd Komal 53. kétet 7. szam.)



