Elsé feladat. Legyen a > ¢ > 0, b > 0. Hozzuk egyszeribb alakra a kévetkezd Osszefiigést:

T LY
(1) b <(a+c)2 + (a—0)2> b.

I. megoldas. A feltételek szerint a nevezében szerepld kifejezések 0-t6l kiilonbozk, igy a kifejezéseknek mindig van
értelme. (1)-ben b-nek els6 és masodik hatvanya fordul el6, igy tekinthetjiik b-re vonatkozéan masodfoki egyenletnek.
Redukaljuk 0-ra:

2, .2
2aLC2b2+b—a:O.
(a2 =)
Feltételeink szerint b ennek pozitiv gyoke. Mivel a masodfoku tag egyiitthatoja és a konstans tag ellenkezé elGjeli,
a masodfoku egyenletnek egy pozitiv és egy negativ gyoke van. Eszerint az adott Osszefliggés pontosan akkor all fenn,

ha

. -1+ \/1 +8a2(a? + )/ (a? — )°
B da(a? + ¢2)/(a? — ¢2)*
(a? — 02)(02 —a?+ \/(&2 —)” + 8a2(a? + 02))
da(a? + c2)
(a® = 2)(c? — a* + V9a' + 6a%c? + 1)
da(a? + c?) '

Itt a négyzetgyokos kifejezés (3@2 + 02)—te1 egyenld, mert ez pozitiv, és ennek a négyzete all a gyokjel alatt. A 0-tol
kiilonboz6 2(a? + ¢?)-tel egyszertisitve azt kapjuk, hogy

2 2
a‘ —c
vagy 2ab = a® — ¢*.
2a

b=

Ez, mint lattuk, ugyanakkor teljesiil, mint a feladatban szerepld Gsszefiiggés, tehat annak egyszertibb alakja.

Megjegyzések. 1. A nyert Osszefiiggéshdl az is lathato, hogy a > 2b.

2. T6bben c2-re vonatkozoan tekintették masodfoku egyenletnek az adott Gsszefiiggést. Ezen az titon kicsit bonyolult
szamitas vezet el a fenti eredményhez.

II. megoldas. Az (1) Gsszefliggésbol az a > ¢ > 0 feltétel folytan vele egyenértékii Gsszefliggést kapunk, ha

(a2 — ¢2)*-nel megszorozzuk mindket oldalt. Jeloljiik (a®— c?)-et atmenetileg d-vel, ekkor c-et d-vel fejezve ki a®+c2 =
2a° — d, s igy a kovetkez6t kapjuk:
4a3b? — 2ab*d = ad® — bd>?,

a bal oldalon b
2ab — —
“ 2a

négyzetének a-szorosat kapjuk, ha a két oldalhoz b%d? /4a-t adunk:

1

bd\® b2 1
a (2ab - —) = — +ad* - bd* = 4—(b2d2 + 4a%d? — 4abd?) = 1o (20d — bd)>.
a

2a 4a 4a
Szorozzunk 4a-val és redukiljunk O-ra. Ekkor a keletkez§ kifejezés szorzatta alakithato:
(4a%b — bd)” — (2ad — bd)? = (4a2b + 2ad — 2bd)(4a2b — 2ad) =
=4a((a® + )b+ a(a® — ¢®)) (2ab — a® + ¢?).
Az els6 tényez6 az a > ¢ > 0 feltétel miatt pozitiv, igy a szorzat akkor 0, ha
(2) 2ab — a® + ¢* = 0.
Ez az Osszefiiggés tehat akkor és csak akkor teljesiil, ha (1) fennall.

Megjegyzés. A (2) Osszefiiggést tekinthetjiik masodfoku egyenletnek a-ra vonatkozoan. Ennek is egy pozitiv és egy

negativ gyoke van. Igy az a > 0 feltétel szerint

a=>b++/c%+ b2



Ez az Osszefliggés is ekvivalens tehat az (1) osszefiiggéssel. Nem szoktuk egyszertibbnek tekinteni (2)-nél pl. a benne
felléps négyzetgyokvonas miatt, ez azonban végss soron izlés kérdése csak.

A nyert eredmény érdekes abbodl a szempontboél, hogy mutatja: az adott feltételek mellett az (1) Osszefiiggésben
barmelyik két mennyiség egyértelmden hatarozza meg a harmadikat. Mint lattuk, a és b megadésa esetén még az
a > 2b feltételnek is kell teljesiilnie.

Masodik feladat. Igaz-e a kévetkezd dllitas: ,,Eqy konvex sokszdgbe irt minden négyszoghdz van olyan, a sokszdgbe
irt rombusz, hogy a négyszég valamelyik oldala nem nagyobb mint a rombusz oldala.”
Egy négyszoget akkor mondunk egy sokszogbe irtnak, ha minden csicsa a sokszég hatdran van.

Megoldas. A feladatban megfogalmazott allitds nem igaz. Ennek belatasara elég megadni egy sokszoget, amelybe
irhat6 négyszog tgy, hogy minden oldala nagyobb, mint barmelyik beirt rombusz oldala.

Sokszognek olyan egyenlGszara haromszoget valasztunk, amelyiknek a szarai kisebbek a harmadik oldalnal. Megmu-
tatjuk elGszor, hogy minden ebbe beirhaté rombusz oldala kisebb egy, a legnagyobb oldal felénél kisebb d tavolsagnal.

Altalaban, egy haromszogbe beirt négyszoghdz van a haromszognek olyan oldala, amelyikre két négyszogesics
esik. Essék az ABC haromszogbe irt RSTU rombusz R, S cstcsa az AB oldalra, legyen URS< < 90° és valasszuk
a haromszog bettizését ugy, hogy R kozelebb legyen A-hoz, mint S, egybe is eshet vele. Hazzunk T-bél parhuzamost
AC-vel, messe ez AB-t Aj-ben (1. bra).
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A R A S B

1. dbra

Ekkor az A; BT haromszog hasonlo az ABC haromszoghoz, és AA; = UT = RS, igy
AB
AB =RS+ A B=RS + sl—T . ST.

Mivel a jelolést ugy vélasztottuk, hogy URS< < 90°, igy A1ST< = 180° — TSB< = 180° — URS< > 90°, tehéat
ST < AT, kivéve ha R és A, s igy egyben S és A; is egybeesik. Tovabba ST = RS. Ezeket felhasznalva

ABZRS<1+A1B>—RS<1+A—B>,

AT AC
AZAZ AB 1
RS < - :
= AB 11
14+~ ——+

AC  AB ' AC
Ez akkor a legnagyobb, ha AB és AC a haromszog két legnagyobb oldala, és akkor is kisebb a legnagyobb oldal felénél,
kivéve, ha AB = AC > BC.
Ezzel fenti allitdsunkat igazoltuk: ha AB > AC = BC', akkor semelyik beirt rombusz oldala sem nagyobb, mint

d= ;, ami kisebb, mint lAB.
1 1 2

AB " AC
Azt kell még megmutatnunk, hogy irhatdé az ABC haromszogbe olyan négyszog, amelyiknek mindegyik oldala
nagyobb d-nél. Valasszuk a négyszog csucsainak az AB oldal F' felezGpontjat, A-t, C-t, tovabba a BC' oldalnak
egy olyan F pontjat, amelyiknek a meréleges vetiilete AB-n d-nél nagyobb tavolsagra esik F-t6l (2. abra). Ekkor a
négyszog minden oldalanak a meréleges vetiilete AB-n nagyobb d-nél, tehat az oldalak is nagyobbak. Ezzel a feladatban
megfogalmazott allitdst megcafoltuk.
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Megjegyzések. 1. A fenti meggondolas azt is mutatja, hogy a rombusz oldalara talalt felsé korlat elérhetd, ha a
rombusz csicsa egybeesik a két legnagyobb oldal kdzos cstucséval.

2. Tobben felvetették a kérdést, vajon irhato-e minden konvex sokszogbe rombusz. A feladat szempontjabol nem
lényeges ez a kérdeés, hiszen a megfogalmazott allitast cafoltuk. Ha a most feltett kérdésre tagado lenne a valasz, az
mindossze egy mas természetd ellenpéldara vezetne.

Nem nehéz azonban latni, hogy ez az eset nem léphet fel, s6t tetszés szerinti iranyhoz beirhatd olyan rombusz,
amelynek egyik atloja ezzel az irdnnyal parhuzamos. Valoban, a sokszog adott irdnnyal parhuzamosan hizhaté sze-
16inek a felez6pontjai egy tortvonalon helyezkednek el. Hizzunk ugyanis minden csicson at az irannyal parhuzamos
szel6t. Ezek trapézokra és altaldban két vagy egy, esetleg 0 haromszogre bontjak a sokszoget. A haromszogbeli szelGk
felezGpontjai egy silyvonalon, a trapézbeliekéi a parhuzamos oldalak felez6pontjait 0sszekdts szakaszon helyezkednek
el.

Az eljarast megismételve az adott irdnyra merdleges irannyal is, a keletkezett két tortvonal k6z6s pontja olyan lesz,
hogy azon 4t az adott irdnnyal parhuzamost és arra merélegest htizva ezek egy rombusz cstcsait metszik ki a sokszog
hatarabol (3. abra).

Egy versenyz6 mas meggondolassal azt is megmutatta, hogy tetszés szerinti irdnyt adva meg, olyan beirt rombusz
is létezik, amelyiknek az egyik oldalparja adott iranyt.

Harmadik feladat. Képeziink egy szdmsorozatot a kévetkezd képzési szabdly szerint:

1
(3) ap =5, Api1 = ap + — (n=0,1,2,...).

mn

Bizonyitsuk be, hogy

(4) 45 < a1p00 < 45,1.

Megoldas. Konnyii latni, hogy a sorozat pozitiv, s6t ndovekedd tagokbol all, hiszen ag = 5 pozitiv, és ha egy a,, tag
pozitiv, a kovetkezd nagyobb nala a pozitiv 1/a, értékkel. A névekedés meértékére jo kozelitést kapunk, ha a sorozat
elemeinek négyzetét vizsgaljuk:

1
2 2
Ut —an+2+g-
Ha ezt n = 0,1,2,..., (k — 1)-re felirjuk és 6sszeadjuk, akkor a bal oldalon a3-t6l ai-ig szerepelnek a tagok, a jobb
oldalon pedig fellép a3-tol a?_,-ig a megfelels 6sszeg. Igy az egyenls tagokat a két oldalrol elhagyva, azt kapjuk, hogy

k—1
1
(5) a§=a3+2k+za—2.
n—0 "
Ez k = 1000-re azt adja, hogy
999 999
(6) a3 = 2025+ Y =457+ > — > 457,
n—0 " n—0 M

Ezzel a kivant als6é becslést meg is kaptuk.

A felsé becsléshez, mivel 45,12 = 2034,01, elég azt megmutatni, hogy a (6)-ban szerepls 1000-tag Gsszeg kisebb,
mint 9,01. Mivel a sorozat elemei pozitivak és novekednek, igy az egymas utani tagok négyzetei reciprok értékének az
Osszegét nagyobbitjuk, ha mindegyik tagot a legkisebb indexivel, vagy annal kisebb szdmmal helyettesitjiik.

Valasszuk szét az Gsszeget az elsé 100 és a marado 900 tag Osszegére. Mivel (5) alapjan

a?oo > 225,



igy azt nyerjiik, hogy
999 999

1 900 100 900
E E E + < —4+—=44+4=8.
a2 a2
nO" nO"nlOO" @100 25 225

Ezzel a kivantnal valamivel jobb felsé becslést kaptunk.

Megjegyzések. A megoldasban alkalmazott meggondoldshoz hasonléan okoskodhatunk az eredeti képzési szabaly
alapjan is, amint ezt tobben is tették. Ekkor azt kapjuk, hogy

1 1 k
An4k = AQp + — + + ...+ > ap + —.
Ap  Qptl An+k—1 an

Ennek alapjan azonban lényegesen nagyobb, kozel egy egységnyire es6 korlatok kozé sikeriilt csak szoritani a verseny-
z6knek alooo—et.

2. Egy elektronikus zsebszdmologép 6,5 perc alatt kiszadmitotta az ai1ppo-t és a 45,0245458 értéket adta. A feladat
allitasanak bizonyitdsdhoz ezen az eredményen tul a szamitési hiba megbecslése is sziikséges volna.



