Ezt a cikket azoknak az olvaséinknak ajanljuk, akik nem sajnaljdk a faradsagot, hogy a matematika egy igen
fontos, de fiatal agaval megismerkedjenek. Témaja nem kapcsolodik szorosan a kozépiskolai tananyaghoz, de a benne
szerepld tételek ismerete az egész matematika épiiletébe ad betekintést. A cikk nem kénnyi olvasmany, nagy figyelmet
igényel, a dolog természeténél fogva a benne szerepls fogalmak igen absztraktak. A hosszi nyari sziinet alatt biztosan
sok olvasonk veszi majd a faradsagot, hogy alaposan elmélyedjen a cikkben, megprobalja a benne szerepls feladatokat
megoldani. Akinek kedve van, megoldésait bekiildheti a szerkesztGség cimére (1443 Budapest, Postafiok 129). Ezeket
a megoldasokat a cikk ir6ja értékeli. Ha a téma megnyerte olvaséink tetszését, egy késébbi szdmunkban folytatjuk.

Varjuk Olvasoink hozzaszolasait, megjegyzéseit.

A szerkesztdség

Bevezetés

A matematika torténetében akadtak valsagos idGszakok, melyekben a felmeriilg probléméak a korabeli matematika
alappilléreit érintették, s igy O0sszeddléssel fenyegették a matematika egész épiiletét. Példaul a gérogoket dgy ismer-
jik, mint a derts alkotas mestereit. Amikor azonban a pithagoreusok felfedezték a V2 irracionalitésat — vagyis azt,
hogy a négyzet atloja Osszemérhetetlen az oldalaval —, ezt sokaig titkoltak. Ebben a tényben a vilag harmoénidjanak
megbomlasat lattak, és attol féltek, ha nyilvanossagra keriil, az a tarsadalom harmoniajat is veszélyeztetné.

Legutoébb a szazadfordulén bukkantak fel a matematikdban olyan ellentmondasok, melyek nagyon sok, eddig biz-
tosnak és tisztazottnak érzett fogalmat tettek kérdésessé: egyaltalan mit értiink definicion, tételen, allitdson? Hogyan
lathatjuk be, hogy axiémaink nem tartalmaznak ellentmondéast? Van-e olyan matematikai allitas, amit nem azért nem
tudunk sem bizonyitani, sem cafolni, mert iigyetlenek vagyunk, hanem mert egyaltaldn nem is lehet se cafolni, se
bizonyitani? Mig az eddigi problémakat jol jellemezheti egy ilyen kérdés: ,Mit jelent a v/—1 ?”, addig most mar az volt
a kérdés, mi is a matematika?

A kdoszbol és ziirzavarbol a matematika két fiatal aga sziiletett: az axiomatikus halmazelmélet és a matematikai
logika. Az els6 megoldasi kisérlet D. Hilberttsl (1862-1943) és B. Russeltol (1872-1970) szérmazik. Nagyon sok ki-
valé matematikus kapcsolodott be a kutatasokba, hozott létre maradando6 eredményeket. Nekiink magyaroknak sincs
szégyellnivalonk, gondoljunk csak Neumann Janosra, Kénig Gyulara vagy a ma él6k koziil Péter Rozsara, Kalmar
Laszlora, Hajnal Andrésra.

Hogy jobban tudjunk a témakorben tajékozddni, a felbukkant ellentmondasok koéziil bemutatunk kettét, elsének a
Russel-féle antinémiat. Halmazon akkoriban bizonyos tulajdonsagu dolgok Osszességét értették, szerintiik halmazt
alkotnak a magyar dbécé bettii, a Budapesten tanul6é didkok, vagy azok a dolgok, amiket Trurl mérnok gépe akkor
tiintetett el, amikor Klapanciusz elhamarkodottan a Semmit csinaltatta meg vele. Ha az X halmaznak az Y dolog
eleme, akkor ezt igy irjuk: Y € X. Jelolje H az sszes halmazok halmazat. Mivel H halmaz, igy H € H. Tehat van-
nak olyan halmazok, amelyek elemként tartalmazzak 6nmagukat, és persze olyanok is, amelyek nem. Az utobbiakat
nem tartalmazkodo halmazoknak hivjuk. Jelolje R az 6sszes nem tartalmazkodoé halmazok halmazat. Vajon R eleme-e
onmaganak? Ha igen, akkor R nem tartalmazkodé, tehat nem eleme onmaganak. Igy csak az lehet, hogy R nem
tartalmazkodoé halmaz, akkor viszont eleme énmagénak, hiszen R az 0sszes nem tartalmazkodd halmazt elemként tar-
talmazza, s igy megint csak ellentmondast kapnank. Igy arra a képtelenségre jutottunk, hogy nem tudjuk megmondani
pontosan, milyen elemekbdl all az R halmaz.

Példank jol mutatja, hogy precizebben meg kellene mondanunk, milyen tulajdonsag alapjan sorolhatunk kiilonboz6
dolgokat egyetlen halmazba. Egyéltalan, pontosabban meg kellene mondanunk, mit értiink azon a szén: ,,tulajdonséag”,
és mit azon, hogy ,,dolog”.

Masodik példank még egyszertibb. Vajon igaz-e vagy sem a kdvetkezd allitas: hazudok™ Ha igaz, akkor hazudok,
tehat nem mondtam igazat. Igy annak, amit mondtam, épp az ellenkezGje igaz, azaz nem hazudok, hanem igazat
mondok. A kor ezzel bezarult, err6l a nagyon egyszerii allitasrol képtelenek vagyunk eldonteni, igaz-e vagy hamis.
Ebbé6l mindenesetre arra kdvetkeztethetiink, hogy alaposabban meg kellene vizsgélnunk, mit is értiink azon, hegy egy
allitas igaz vagy hamis, és azt is, mit tekinthetiink allitasnak.

Ennek a cikknek az a célja, hogy képet adjon a felvetett kérdések, ellentmondésok megoldasdnak matematikai
utjarol. Bemutassa, hogy milyen mddszerekkel és fogalmakkal dolgozik a matematikai logika, a matematika 6nismereti
tudomaénya.

Nagyon kevés dolgot bizonyitunk, éppen csak a legkénnyebbeket. Ezzel szemben nagyon sok 4j fogalommal ismer-
kediink meg, amiket az attekinthet6ség kedvéért a cikk végén felsorolunk.

Matematikai struktiarak

A matematikusok nagyon furcsa szemiivegen at nézik a vilagot. Vizsgaljunk példaul egy népes csaladot. Itt a
biré egy esetleges valoperes targyalast, az orvos sziv- és bélmiikddést, a szocioldégus jo vagy rossz lakashelyzetet 14t,
mindenkit valami mas érdekel. Mit lathat és mit vizsgalhat itt a matematikus? Nem sokat, csak annyit lat, hogy
valaki valakinek az apja, hogy valaki megint més valakinek a hazastarsa. Elfelejtkezik arrol, hogy a csalddanya szdke,
kék a szeme, itt és itt dolgozik, hogy hany kil6, csupan csak viszonyokat, relacidkat vizsgal: két ember egy bizonyos
viszonyban &ll egymassal, nevezetesen férj és feleség. Ellenvetésként barki mondhatja, hogy a matematika szamokkal
foglalkozik leginkabb, s igy a csalad életkoranak valtozasat épp ugy latja, mint a szociolégus. Ez igaz, de késébb latni



fogjuk, hogy a szamok relaciok segitségével kifejezhet6k. Egy egyszerd példaval megvilagitjuk, hogy ez nem is olyan
tavoli szemléletiinktsl. A labdaragdidény végével az tjsagok megirjak, ki lett az elsG, a masodik, a tizedik. Ehelyett
azonban teljesen elegendé lenne azt a relaciét megadni, amelyik megmutatja, melyik csapat kit elézott meg.

Definicié:

Individuumtartomdnyon elemek, dolgok bizonyos Osszességét értjiik.
A matematikusok vizsgalodasi korébe kiilonb6z6 individuumtartomanyok tartoznak. A geometriaban példéaul ez a
sik pontjainak és egyeneseinek Osszessége, az algebraban példaul a valds szamok.

Legyen A egy individuumtartomény. A-beli rendezett n-esen az A-nak n darab elemét értjiik, meghatérozott sor-
rendben. A rendezett 2-est masképpen rendezett pdrnak hivjuk. Ez a fogalom mér ismert a koordinatageometriabol,
ahol a sik és a tér pontjait valos szamokbol allo rendezett parokkal, illetve harmasokkal irjuk le. A sik egy pontja
példaul (14, - 5), a téré pedig (1, — 3, 0). Az elemek sorrendje lényeges, a (14, — 5) és a ( — 5, 14) pontok nem azonosak.

Az A-beli rendezett n-esek halmazat " A-val jeloljiik.

Definicio:

Egy A-n értelmezett n-vdltozés M miuveleten egy olyan megfeleltetést értiink, amely " A minden eleméhez hozza-
rendeli A egy elemét.

Az M miveletet A tetszélegesen valasztott n elemére alkalmazva A egy tjabb elemét kapjuk. Miiveletek példaul az
Osszeadds és a szorzas, ha individuumtartomanynak R-t, a valos szdmok halmazat valasztjuk. Nem mivelet R-n az osz-
tas, ugyanis az (z, 0) parnak nem felel meg semmi. Ezen kétféleképpen is segithetiink: vagy individuumtartomanynak
R—{0}-t valasztjuk (a valos szamok halmazabol elhagyva az egyetlen 0 szamot), vagy x/0-t O-nak definialjuk. Az igy
kapott osztasok mar miveletek. Négy valtozds mivelet R-n a min (x, y, 2z, u ). De mivelet az is, ha egy szinhazban il
emberek mindegyikéhez hozzarendeljiik a hozza legkozelebb {il6, téle kiilonb6z6 embert. Itt az individuumtartomény
a szinhazban 16 emberek Gsszessége, a szoban forgo miivelet egyvaltozos.

1. feladat. Jelolje £ a ma é16, £9 pedig a valaha élt emberek Osszességét. A az a hozzarendelés, amelyik mindenkinek
megfelelteti az anyjat. Az £ és £9 individuumtartomanyok melyikén lesz A miivelet és melyiken nem?

Definicié:
Egy A-n értelmezett n-vdltozos P reldcio ™ A egy részhalmaza.

Kicsit részletesebben ez azt jelenti, hogy A minden rendezett n-esérdl el tudom donteni, hogy az adott sorrendben
eleme-e P-nek vagy sem, P relaciéban allnak-e vagy sem. Ismert relacié példaul N-n, a természetes szamok halmazéan a
,,kisebb” kétvaltozos relacié. £-n, a ma él6 emberek halmazéin egy kétvaltozos relacio az ,,idGsebb” vagy az a H relécio,
ami azt jelenti, hogy , hazastarsak”.

Definici6:
Egy A-beli C konstanson A egy kitiintetett elemét értjiik.

A | konstans” szét gyakran a ,,szam” szinonimajaként hasznaljuk, itt azonban eredeti ,,alland6” értelmében szerepel.
Példaul c-beli konstans ,,a szerz6 édesanyja”.

Definicio:
Egy A= (A4; My,..., My; Pr,..., Py Ch,..., Cs) struktira all

(i) az A nem dres individuumtartomanybol,

(i) A-n értelmezett véges sok ( p darab) My, Mo, ..., M, mivelethdl,
(ili) A-n értelmezett véges sok ( ¢ darab) Py, P»,..., P, relaciobol és
(iv) A-beli véges sok ( s darab) Cy, Cs,...,Cs konstansbol.

A matematikus feladata a kiilonb6z6 struktirak vizsgalata. Szamara mindegy, hogy az individuumtartomény elemei
szamok, emberek, csavarok, vagy dugéhuzok, érdeklGdése a relaciok és miveletek felé fordul.

A matematikai struktira fogalmat a legabsztraktabb, tehat legegyszertibb formajaban fogalmaztuk meg. Célunk
ugyanis nem az, hogy egyes matematikai feladatokat oldjunk meg, hanem az Osszes lehetséges feladatok szerkezetét
tanulmanyozzuk. Minél kevesebb eszkozt engediink meg a feladatok megfogalmazasara, annal kdnnyebben tudjuk
szerkezetiiket lefrni.

2. feladat. Legyen & a geometria struktiraja, 20 pedig a vektorok struktaraja. Milyen relaciokbol, miiveletekbdl
és konstansokbol allnak? Mi az individuumtartoméanyuk?

3. feladat. Adjunk meg £-n minél t6bb miveletet! Torekedjiink arra, hogy ezek ne legyenek légbslkapottak! Mit
mondhatunk arrél a hozzarendelésrél, ami minden emberhez a nevét rendeli?



Matematikai nyelvek felépitése

Az el6z6 részben emlitett miveleteknek, relacioknak vannak lényeges, meghatérozo jegyei. Példaul az Osszeadas
kommutativ, H pedig szimmetrikus. Feladatunk nehézsége éppen abban all, hogy ezekrdl a tulajdonsagokrol beszélni
tudjunk, értelmes &allitdsokat mondhassunk ki struktirankban. Természetesen eddig is beszéltiink réluk, csakhogy a
beszélt nyelv tulsagosan sok kétértelmiséget rejt magaban. Els6 feladatunk igy olyan mesterséges nyelv létrehozésa,
amelyik lehet6ség szerint minden kétértelmiséget kizar. Erre a célra nem egyetlen nyelvet, hanem nyelvek egész
csaladjat konstrualjuk meg, s ezeket matematikai nyelveknek nevezziik. Kiilonb6z6 struktirabeli allitdsokat ezeknek a
nyelveknek valamelyikén fogjuk felirni.

El6szor is meg kell adnunk az ilyen nyelvek abécéjét, s azokat a szabélyokat, amelyek segitségével felépithetjiik
mesterséges nyelviink mondatait, melyeket itt formuldknak hivunk. Kezdjiink hozza a munkahoz!

Neézziik példaul a kovetkezd, az (N, 4, 1) struktarardl szolo allitast: ,, Tetsz6leges @ természetes szam nagyobb
vagy egyenls, mint 1.” Az ,a” jel itt nem egyetlen természetes szamot jelent, tetszésiink szerint akarmelyik lehet, az
Osszeset, az egészet képviseli, mintegy végigfut a természetes szamokon. Nyelviinknek sziiksége lesz ilyen jelekre.

(A) Nyelviink tartalmazza az x1, za,..., Ty, ... vdltozdjeleket.

Végtelen sok valtozéjel van, s hogy meg tudjuk kiilonboztetni Sket egymastol, indexeltiik Gket. Esetenként mas
betiket is hasznalhatunk valtozojeleknek, fontos csak az, hegy tudjuk, ezek valtozojelek. (Mindegy, hegy az ,,a” betiit
milyen tipussal szedik ki, lényeges, hogy felismerjik, ez ,,a” beti.)

Ez azonban még kevés. Strukturdink az individuumtartomanyon kiviil mtveletekbdl, konstansokbél, relaciékbol
allanak. Ezeknek a matematikai objektumoknak a leirdsara kiilonboz6 jeleket vezetiink be.

(B) Nyelviink tartalmazhat véges sok fi, fa, ..., fp muveletjelet. Minden miiveletjelrdl tudnunk kell egyben, hogy
hanyvaltozos miiveletet reprezentdl. Ha példaul f az Gsszeadédsnak felel meg, akkor kétvaltozos miveletjel. Azokat a
jeleket, amelyekre a miveletjel vonatkozik, rendszerint a miiveletjel utan zarojelbe téve soroljuk fel. Szokas azonban
a hagyomaényos mitveletjelek esetén példaul f(z, y) helyett (z + y)-t irni. A miveletjelek szigortian elkiiloniilnek
egymastol, a + és a - nem cserélhets Ossze. Az érthetGség és rovidség kedvéért az fi-k helyett gyakran hasznalunk mas
jeleket is muveletjelnek, de mindig tudni fogjuk, ezek itt miiveletjelek.

(C) Nyelviink tartalmazhat véges sok k1, ko..., ks konstansjelet.

A konstansjelek, a mitveletjelekhez hasonléan, nem feltétleniil a nyelv tartozékai. Lehet hogy csak néhany van
beldliik, de akér teljesen el is maradhatnak. A konstansjelek irdsara is hasznalunk néha mas jeleket.

(D) Nyelviink tartalmazhat véges sok 71, a2, ..., rq reldcidjelet.

Minden relaciéjelhez, ugyanigy mint a miiveletjelekhez, hozzarendeliink egy szamot, amely megmutatja, hegy
hanyvaltozos relacidjelr6l van sz6. Csakigy, mint a miveletjeleknél, a relaciojel utdn téve zardjelben soroljuk fel
azokat a jeleket amire a relacidjel vonatkozik. Példaul ha r¢ az egyenléség relacidjele, akkor kétvaltozos és szokas
szerint 7(z, y) helyett z = y-t irunk.

(E) Nyelviink tartalmazza az A ( = és), V (= vagy), — ( = ha ... akkor), = (= nem), V (= minden egyes), 3 ( =
van olyan) logikai jeleket.

Késtébb ezek segitségével fogjuk felépiteni allitasainkat, akkor részletezziik ezek jelentését.

Definicio:
Egy L matematikai nyelv az (A)—(E) pontokban felsorolt jelekbol és zarojelekbol &ll.

A matematikai nyelvek jelolésére meghonosodott L betii az angol language — nyelv sz6 kezdGbetijébdl szarmazik.

Nyelviink allando alkotéi a valtozo- és logikai jelek, illetve a kiilonboz6 fajta zarojelek. Igy a nyelv megadasahoz
elegendd mivelet-, relacio- és konstansjeleinek a felsorolasa. Ha példaul azt mondjuk, hogy a halmazelmélet nyelve
mind6ssze két darab kétvaltozos relacidjelbdl all (az = és € relaciojelekbol); akkor ezen azt értjiik, hegy a nyelv
allando alkotoéin kiwiil mindossze ezt a két jelet tartalmazza. Bonyolultabb a természetes szamok nyelve, amely egy
darab egyvaltozos és két darab kétvaltozos miveletjelbsl (° a rakovetkezés — azaz eggyel novelés —, a + és a - jelek),
egy kétvaltozos relacidjelbdl (= ) és egy konstansjelbdl (1) all.

Definicié:

(i) Tetszbleges x; valtozojel illetve tetszGleges k; konstansjel kifejezés.
(ii) Ha t1, t2, ..., t, kifejezések és f; n-valtozos miveletjel, akkor f; (t1, to, ..., t,) is kifejezés.
(iii) Csak az (i) és (ii) véges sokszori alkalmazasaval kapunk kifejezést.

Legyen példaul a + két valtozos miiveletjel. Ekkor (z+y) és ((x—l—y)—i—z) kifejezés, de 4+x nem, mert nem kaphat6 meg
(i) és (ii) veges sokszori alkalmazasaval. Definicionkban éppen azt fogalmaztuk meg, amit mindenki kifejezésnek tekint,
igy egy helyesen felirt egyenlet mindkét oldala kifejezés lesz, ha csak a nyelvben szerepld miveletjeleket hasznaltunk
fel.

Ennyi el6készités utan pontosan definidlhatjuk, mit is értiink formulan.

Definicié:

(i) Ha tq, to, ..., t, tetszGleges kifejezések, és r; tetsz6leges n-valtozos relaciojel, akkor r1 (t1, to, ..., t,) formula.



(ii) Ha ¢ és v formulak, akkor a kovetkezdk is azok:

@) (=¢)  MeVvy)  (©ery) e (d) (=)

(iii) Ha ¢ formula, akkor

(Vz;p) és (3x;¢p) is formula.

(iv) Csak az (i)—(iii)-ban leirtak véges sokszori alkalmazaséaval kapunk formulét.

Egy formulaban adott helyen felléps x; valtozojel szabadon fordul els, ha nincs benne egyetlen V z;(... z; ...),
vagy pedig egy 3 z;(... z; ...) alaka részformulaban sem. Példaul a V z(z +y = 1) A =(z = y) formulaban z els6 két
el6fordulasa nem szabad, a harmadik pedig igen. A formula szabad vdltozdinak nevezziik azokat a valtozokat, amelyek
valahol szabadon fordulnak el§. A formula ¢(x, ...,y) alakjaban z, ...,y mindig a formula szabad valtozoit jelentik.
Egy formula zdrt, ha nincs benne szabad valtoz6. A zart formuldkat mondatoknak is hivjuk.

Allitasaink elemi allitasokbol épiilnek fel logikai jelek segitségével. Ilyen elemi allitasok példaul: ,,az ABC haromszog
derékszégfi”, 3T tanul()”, , orszagnak y a févérosa”, T = y”, ., maradék nélkﬁl osztja y- -t”. Az ilyen éllitésok egy dolog
(i) pontja. Az elemi allitasokbol logikai aton mas alhtasokat kaphatunk, ezt fejezi ki (ii) és (iii).

Egy példan illusztraljuk, hogyan lehet egy magyar nyelven felirt allitast atforditani valamilyen matematikai nyelvre.
Legyen a nyelv a természetes szdmok nyelve, az allitas pedig a kdvetkezé:

, Végtelen sok primszam van”.

Szerencsénkre a primszamok fogalmat eleve a + és - miveletek segitségével definidltuk, igy konnyd dolgunk lesz. A
,végtelen sok” kifejezés helyett pedig majd azt fogalmazzuk meg, hogy tetszéleges természetes szamnal van nagyobb
prim. El6szor az allitasnak kénnyen formulazhaté részét irjuk fel:

VzIy(ly prim Ay > x).

Az Ly > a” részformulat konnyen fordithatjuk: 3 z(z + 2 = y). Mivel természetes szamokrol van csak szo0, ez nyilvan
csak akkor lehet, ha y > . Kicsit bonyolultabb azt felirni, hogy ,,y prim”. Egy természetes szamrol akkor mondjuk,
hogy prim, ha nincs mas osztdja, csak 6nmaga és az 1. Az 1 szamot, ami teljesiti ezt a tulajdonsagot, nem tekintjiik
primnek. Igy az ,;y prim” definicié szerint a kovetkezs:

Va(zly = (z=1Vz=y)) Ay #1).

»y # 17-t konnyen forditjuk: —(y = 1). Ez mar formula. Végil ,,z|y” pontosan akkor, ha van olyan u szam, hogy
u -z =y. Ezt forditva: Ju(u - z = y).
Igy az ,,y prim” a kovetkezonek felel meg;:

(1) Ve@uu-z=y) > (z=1Vz=y)) A=(y=1).
Osszefoglalva mindezt, eredeti allitasunk forditasa a kovetkezo:
Vedy((VzEBu(u-z=y) = (z=1Vz=y) A-(y=1)) Adz(z+ 2 =1y)).

Vilagos, hogy ez a formula gyakorlati célokra vajmi kevéssé hasznalhato. Nem is kell allitdsainkat ilyen alakra hoz-
nunk. Abban kell csak biztosnak lenniink, hogy azok az allitdsok, amelyeket hasznélunk, egyértelmien lefordithatok
nyelviinkre, ha jon valaki, aki kételkedik ebben, annak meg tudjuk mutatni. Igy az ,;y prim” kifejezést batran hasznal-
hatjuk, s ha valakinek ez nem felel meg, azt mondjuk: Vedd az (1) formulat, tedd mindeniitt az ,,y prim” helyébe, s
amit igy kapsz, az mar neked is megfelel6 formula lesz.

Formulainkat sosem irjuk ki teljes részletességgel, de tudjuk, hogy ezt mindig megtehetjiik.

4. feladat. Legyen L = (1, O, x, =, 7) a természetes szamok nyelve, ahol a jelek rendre a rakovetkezés, 6sszeadas,
szorzas, egyenl6ség és 1 jelei. Formulai-e az L nyelvnek a kovetkezs jelsorozatok:

(a) Vady(zOy > 2) A Jy(yO?07 =0),
(b) VaTdy(2O? = 2) VIz(y x z = ),
(c) Vy3z((20y) V (20z2) = u).

5. feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi formuldk koziil melyek zartak, melyek a benniik szabadon elfordulé valtozok!
x, y, z valtozojelek, p(x), ¥(x, y, z), x(x,y) formulak.

(a) p(z) AV y(z,y, 2),
(b) 3z (3¢(x, 2) AVaIyse(z,y) A VoI yp(z)),
(c) Va3 sz(go(:E) — s(x, y))



6. feladat. Legyen N egy egyvaltozos relacidjel, jelentése: ,nének lenni”. H jelentése ,,x és y héazastarsak”, H
kétvaltozos relaciojel. A G kétvaltozos relaciojel, jelentése ,x gyermeke y-nak”, az els6 valtozoja jelenti a gyereket.
Ezek segitségével irjunk fel olyan formulakat, aminek jelentése rendre a kdvetkezé:

(a) anyja y-nak,

b) mindenkinek van apja és anyja,

) T és y testvérek,

) x nagyapja y-nak,

) x és y unokatestvérek,

) mindenkinek egyetlen anyja van,

) 2 anyo6sa y-nak,

) a hazastarsak koziil az egyik férfi, a masik né.

7. feladat. Legyen R(x, y) egy kétvaltozos relacidjel. Mit jelentenek az alabbi formuléak:
a)  VaR(z,z) A\YaVy(R(z,y) V R(y,z)),

b) EI(VyR(x, y) — R(a:,a:)),

(c) Vansz((R(x,y) A R(y, z) — R(x, z))

8. feladat. Legyen H a sik haromszogeinek, A pedig a budapesti allatkert lakoéinak halmaza. Adjunk meg ezeken a
halmazokon relacidkat, miiveleteket és konstansokat. Konstrualjunk olyan nyelveket, melyek ezek leirasara alkalmasak.

Interpretaciok

A matematikai nyelveket azért konstrualtuk meg, hogy ezen a nyelven beszélhessiink strukturainkrol. Egyel6re még
semmilyen kapcsolat sincs nyelv és strukttura kozt. Ezen ugy segithetiink, hogy egy adott struktira miveleteinek, rela-
cidinak és konstansainak egy-egy alkalmas jelet feleltetiink meg. Az ilyen tipust megfeleltetést hivjuk interpretdcionak.
A pontos definici6 a kovetkezd.

Definicié:

Legyen A = (A; M, ..., Mp; P1, ..., Py; Cy, ..., Cy) tetszoleges struktara, L = (f1, fa,- -y fpiT1s- -y Tg; K1y -5 Ks)
az U leirdsara alkalmas tetszéleges nyelv. Nézziik azt az I megfeleltetést, amelyik az L nyelv i-edik miveletjeléhez
hozzarendeli 2 struktura i-edik miveletét, I(f;) = M;; az L nyelv j-edik relacidjelének megfelelteti az 2 j-edik
relaciojat, I(r;) = Pj; végil az L nyelv l-edik konstans jelének az 2 [-edik konstansat rendeli, I(k;) = C;. Ha tgy
soroltuk fel nyelviink jeleit, hogy a fenti megfeleltetés n-valtozos miveletjelekhez (illetve relaciojelekhez) éppen n-
valtozos miiveleteket (relaciokat) feleltet meg, akkor az I megfeleltetést az L nyelv 2-beli interpretdlisinak nevezzik.

Nem szabad Osszekeverniink a jeleket a nekik megfeleltetett valodi objektumokkal. A jelek csak a fejiinkben,
a papiron léteznek, mig a nekik megfelel§ relaciok, miveletek a ,valosag” egy darabjan, az 2 struktiran hatnak.
Természetesen jeleink igen szoros kapcsolatban allnak veliik, hiszen azoknak mintegy a nevei.

Képzeljiik, hogy adott egy t kifejezés, amelyben az x1, x2, ..., x, valtozdjelek szerepelnek, a1, asg, ..., a, pedig az
A individuumtartomany adott jelei. Ha a ¢t-ben szereplé mivelet- és konstansjeleket 2-beli interpretaltjukra cseréljiik,
az x;-k helyére rendre az a;-ket irjuk, s az igy keletkez6 miiveleteket végrehajtjuk, eredményiil A egy elemét kapjuk.

Ezt a t kifejezés a1, asz, ..., a, értékelésnél kapott értékének nevezziikk. A pontos definicié a kovetkezs:

Definicio:

A t(zq, xo, ..., m,) kifejezés értékét az ay, ag, ..., a, értékelés mellett a kovetkezSképpen kapjuk meg:

(i) Ha t = z; vagy t = k;, akkor értéke a;, illetve Cj.

(i) Hat= fi(t1, to, ..., tm) és t;-k értéke rendre b;, akkor ¢ értéke

Mi(bl, ba, ..., bm) € A.

A t(xy, x9, ..., x,)-értékét tlay, as, ..., ay]-nel jeloljik. A kifejezés értéke mindig a megfelels individu-

umtartomany eleme. Ha példaul 2 = (N, +, ), L = (f1, f2), I(f1) = + és I(f2) = -; vegil t(z1, z2) =

fl(fl(fQ(xla IQ), IQ), Il), akkort[l, 2] = 5. Ugyanis T értéke 1, T értéke 2, fQ(Il, IQ) értéke 1.2 = 2, fl(fg(fbl, .IQ),{EQ)
értéke 24+ 2 =4,sigy t értéke 4 +1 = 5.

Els6 lépésben értékeket adtunk a valtozdjeleknek, ezek segitségével kiszamitottuk a kifejezések értékét, most pedig
definidlni fogjuk a formulak értékét. Ez az érték mar nem A-beli érték lesz, hanem a formula az értékelés mellett vagy
igaz vagy hamis.

Legyen ¢(21, 22, ..., ©,) az L nyelven felirt olyan formula, melynek szabad valtozoi 1, xa, ..., z, koziil keriilnek
ki. Legyenek még a1, as, ..., a, az A elemei. Definialni fogjuk, hogy mikor teljesiil a ¢(x1, @2, ..., x,) formula 2A-n
az (a1, ag, ..., a,) = d értékelés mellett, jelben:

AEplar, ..., an) vagy A | ola).



Ugyanezt a tényt més szavakkal is kifejezhetjiik: o[d] igaz 2-n, A modell [d]-ra.

Definicio:
(i)  Legyen ¢ =1i(t1, t2, ..., t,,) formula, a t;-k értékei rendre b1, bo, ..., by € A azlar, ag, ..., ay] értékelés
mellett.
A | pld] csak akkor, ha (b1, by, ..., by) € P;, vagyis a (b1, b2, ..., by) m-es P; relacioban &ll.

(i) A E (—¢) [@] csakkor, ha nem igaz, hogy 2 = ¢[dl;
A = (p A)[d] csakkor, ha 2 | p[d] és 2 E ¥[al;
A = (o Vip)[a] csakkor, ha A |= pla] vagy 2 = ¢a];
2A = (p — v)[d] csakkor, ha valahanyszor 2l = ¢|d], akkor egyben

A k= plal.
(i) A E=Vaziplar, az, ..., ay] csakkor, ha akdrhogyan is valasztunk egy a € A elemet, mindig
A= plai, az, ..., ai—1,a, Giy1, -, Anl;
A = Jxiplar, az, ..., ap] csakkor, ha van olyan a € A, hogy A = ¢la1, az, ..., ai—1,a, Git1, .., Q).

Legyen megint A = (N, =, +, -, 1) és L = (=, O, x, 7). Ekkor persze I(O) =+, I(x) =, I(?) =1, I(=) ==.
Vajon a ¢(y) = - Jz(0(z, y) = O(?, ?)) formula milyen értékelés mellett lesz igaz és milyen értékelés mellett lesz
kérdés, van-e olyan m, hogy n+m = 2. Mivel n és m természetes szamok, ez csak n = m = 1 esetben fordulhat el§. Ha
tehat n > 1, akkor semmilyen m természetes szamra nem teljesiil a O (z, y) = O (?, ?) formula az (n, m) értékelés
mellett, tehat ekkor A = ¢(n). Ha viszont n = 1, akkor a fenti formula igaz lesz az (1, 1) értékelés mellett, tehat 2
nem modell (1) re. Igy példaul A = 3yp(y), de AE VY yo(y).

Példank azt is mutatja, hogy ha ¢ tartalmaz szabad valtozot, akkor az, hogy ¢ teljesiil-e 2-n vagy sem, ténylegesen
fiigg az értékeléstdl. Nem nehéz bizonyitani, hogy ha ¢ zéart, akkor tetszGleges értékelés mellett vagy teljesiil vagy nem.
Erre utal a kdvetkezs tétel:

Tétel: Ha ¢ zart formula, akkor 2 = ¢ és 2 = — ¢ koziil pontosan az egyik &all fenn, fliggetleniil az értékeléstdl.

A matematikus ugy dolgozik, hogy a vizsgalt strukttra néhany jellemzé tulajdonsagat, azaz a rajta igaz formulékat,
allitasokat kiemeli, ezeket axiomakként kezeli. Ebb6l kovetkezik, hogy vizsgéalati korében mar nemcsak az az egy
struktura all, hanem az Gsszes olyan strukttra, amely eleget tesz az axiomaknak.

Az alabbi definicié éppen ennek a preciz megfogalmazaséara szolgal.

Definicio:

Legyen I' az L nyelven felirt formulak halmaza. Azt mondjuk, hogy 2 a I modellje, ha minden I'-beli ¢ formuléra
A = o teljesiil. Jelben: A =T

A ¢ formula a I' formulahalmaz kdvetkezménye, ha valahadnyszor egy 2 struktirara 2 = I' teljesiil, akkor egyben
A = ¢. Ha ¢ a I kovetkezménye, azt igy irjuk: I' = .

8. feladat. Konstrualjunk olyan 2 struktarakat, ahol a kévetkezd formulak igazak, illetve hamisak! (Ez Gsszesen
hat strukturat jelent.)

(a) Va:flyflz(P(:z:, y) A\ P(z, x)),
(b)  Javy(P(f(z), ) A Py, ©));
(c) V23 y(G(x, y) A Gy, 3:))

9. feladat. (I' + ) jelentse azoknak a formuldknak a halmazat, amelyeket agy kapunk, hogy I" formulaihoz hozza-
vessziik a ¢ formulat. Legyen ¢ zart formula, s bizonyitsuk be, hogy ha (I' + ¢) = 4, akkor I" = ¢ — 1.

10. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd két formula tetsz6leges struktiran teljesil:

(a)  (Var(Vaap)) = (Va2p);
(b) (e —=v) = (A=),

Levezetés és a teljességi tétel

Els6 pillantéasra szinte lehetetlennek latszik azoknak a formulédknak a felsorolasa, vagy valamilyen értelemben vett
rendezése, amelyek minden olyan strukturan teljesiilnek, amely egy rogzitett formulahalmazt, (axiémarendszert) ki-
elégit. Ebben a részben a célunk egy ilyen eljards megadasa. Mint mar a 10. feladatban is lattuk, vannak olyan
formulak, amelyek tetsz6leges strukturan teljesiilnek, ezeket logikailag igaz formuldknak nevezziik. Az igaz formulak
koziil néhanynak kiilonleges és aranylag egyszeri szerkezete van.

Ezek példaul a kovetkezok:

(i) o= (b — ¢);
(i) (o= (W —=22) = () =) = (p—2x);



(i) (=== (W =) =)
(iv)  Vap(z;) = o(t), ahol t kifejezés,
(v) V(e = ¥(x)) = (¢ = Vaib(z;)) ahol p-ben nem fordul el§ szabadon ;.

Nem nehéz meggy6z6dniink arrol, hogy az (i) —(v) formuldk mindegyike teljesiil egy tetszoleges strukturan, azaz
igazak. Az (i) — (v) tipusa formuldkat logikai axiomdknak nevezziik. Megjegyezziik, hogy minden pontban végtelen
sok formulat soroltunk fel, igy végtelen sok logikai axioménk van, de ezek csak véges sok tipusba tartoznak.

Olyan eljarasokat keresiink, melyek segitségével igaz formulakbol djra igaz formuldhoz jutunk. Ilyen eljarasokat
mindenki jol ismer, aki matematikaval foglalkozik, bizonyitasi vagy kovetkeztetési szabalyoknak hivjuk &ket. Sok ilyet
fel lehetne sorolni, de nekiink ketts is elegendd lesz. Az els6 a modus ponens, magyar nevén a levdlasztdsi szabdly. Ha
két formulank ¢ és ¢ — 1 alaki, akkor a levalasztési szabaly segitségével megkaphatjuk a ¢ formulat. A masik az
dltaldnositdsi szabdly. Ha o(z;) egy formula, akkor ennek a szabalynak a segitségével a V z;¢(z;) formulat kapjuk meg.

Definicio:

Legyen adva formulédknak egy I' halmaza. I'-bol térténé levezetésnek nevezziik formulak egy véges ¢1, w2, ..., ©n
sorozatat, ha mindegyikiik vagy logikai axiéma, vagy I eleme, vagy egy, illetve két, megel6z6 formuldboél szarmazik az
altalanosito, illetve a levalasztéd szabaly segitségével. Egy ¢ formula levezethetd I'-bol, vagy maés széval a I tétele, ha
van olyan @1, @2, ..., @n levezetés I'-bol, hogy ¢ = ¢,,. Jelben I' = . p-t tautologidnak nevezziik, ha levezethets az
iires halmazbdl, azaz - .

Definicionkban a bizonyitas jol ismert fogalmat definidltuk, tétel itt is pontosan az, ami bizonyos eléfeltevésekbdl,
axiomakbol logikai szabalyok segitségével megkaphatd. Egyszerd példa levezetésre a kovetkezs:

{o, Varp = o} EVzi9.

A levezetés: p1=¢ I' eleme
o =V p1-bdl altalanositassal
w3 =Vx10 = I' eleme
g =1 w2 és p3-bol levalasztassal
w5 =V 19 p4-bol altalanositassal.

A I'-bol levezethets formulak szoros kapcesolatban allnak a I' kovetkezményeivel. Aranylag konnyd annak a kimu-
tatdsa, hogy ha ¢ és ¢ — 9 kévetkezményei I'-nak, akkor egyben v is, és ha p(z;) kévetkezménye I'-nak, akkor egyben
YV xip(x;) is. Osszevetve ezt azzal a ténnyel, hogy a logikai axiémak minden struktiran teljesiilnek, a kovetkezs tételt
kapjuk:

Tétel: Ha I' b ¢, akkor egyben I' = .

Természetszertleg meriil fel az a kérdés, hogy vajon forditva nem igaz-e az allitdas. A vélaszadast segiti el a
kovetkezd definicié.

Definicié:

I konzisztens, ha van modellje, azaz ha van olyan 2 struktara, hogy 2 = I'. I ellentmonddstalan, ha nem vezethets
le belsle ¢ A = @ alaka formula.

(A, konzisztens” sz6 magyarra forditva azt jelenti ugyan, hogy ,ellentmondastalan”, de két teljesen kiilonb6z6
dolgot jelent a matematikaban!!)

Példaul minden olyan I' axiémarendszer, amelyiknek van modellje, ellentmondéstalan. Ha ugyanis I' - ¢ A = ¢,
akkor erre a modellre az el6z8 tétel szerint A = ¢ A =, azaz A = ¢ és A | — . De jol tudjuk, hogy ez utobbi
kettd koziil legfeljebb az egyik teljesiilhet. Ezért az iires axidmarendszer, amelyik igy csak (!) a logikai axiomakbol all,
ellentmondéastalan, hiszen tetsz6leges struktira modell ra. Vilagos, hogy csak ellentmondéstalan I'-nak lehet modellje.

Tétel: Ha I' ellentmondéastalan, akkor van modellje, tehat konzisztens.. Ezzel ekvivalens, hogy ha ¢ a I'" kdvetkez-
ménye (I' | ¢), akkor egyben le is vezethetd I'-bol (I' F ), a levezetés és a kovetkezmény azonos fogalmak.

A fenti tételt Kurt Gddel német matematikus bizonyitotta be elGszor 1930-ban, és Gdadel-féle teljességi tétel néven
ismert. (A bizonyitas igen nehéz és bonyolult.) A maésik, a fenti tétellel ekvivalens megfogalmazas a kévetkezs:

Tétel: Ha ¢ nem vezethets le I'-bol, akkor I'-nak van olyan 24 modellje is, hogy még 2 = — .

11. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az utolsé két tétel allitasai ekvivalensek!

Egy rovid tablazatban foglaltuk 6ssze eddigi fogalmainkat. Godel teljességi tétele szerint az egy sorban allo fogalmak
azonosak:

I’ ellentmondéstalan I' konzisztens
I'-bol levezethets ¢, I' ¢ I'-bol kovetkezik ¢, I' = ¢

 tautologia, F ¢ v igaz, E ¢



Lassan a végére jutottunk azoknak a pozitiv eredményeknek, amelyek igazoljdk, hogy a matematikai nyelv és
struktira fogalméat jol definidltuk. Ki tudtuk mutatni, hogy axiémarendszeriink htien tiikrozi dsszes modelliinket. Ezen
a kijelentésen azt értjiik, hogy ha I" konzisztens, akkor I" kovetkezményei és a I'-bol levezethets formuldk megegyeznek.
De ezen beliil egyes konkrét modellek viselkedése nagyon kiilénbo6z6 lehet, ugyanannak a I' axiémarendszernek egyes
modelljében ez vagy az a formula igaz vagy hamis lehet. Az ilyen allitdsokat I'-tol fiiggetlennek nevezziik. Egy I’
formula éppen akkor fiiggetlen I'-tol, ha {I", ¢} és {I", — ¢} egyarant ellentmondastalan. Hogy vannak fliggetlen
allitasok, az egyaltalan nem nyilvanvalo.

A természetes szamok és a Godel-féle nem-teljességi tétel

A matematika egyik leggyakrabban hasznalt axidmarendszerét mutatjuk be, a természetes szdmok axidbmarendsze-
rét. A természetes szamok tulajdonsagait elGszor Peano probalta megfogalmazni. A matematikai logika, s kiiléndsen
annak formalizmusa sokat kOszonhet az & tevékenységének. Az itt kozolt T axiomarendszer a Peano-féle rendszer
megfelel§ valtozata.

A természetes szamok nyelve egy darab egy valtozos, két darab kétvaltozos miiveletjelet tartalmaz: ezek a ’ (a
rakovetkezés jele), illetve a + és a - jelek, (amelyek az Osszeadas, és szorzas szokasos jelei). Csupéan technikai okokbol
nem az egy, hanem a nulla szdmot tekintjiik a legkisebb természetes szdmnak. Nyelviink egyetlen konstansjele igy a
0. Egyetlen kétvaltozos relaciojeliink az egyenlGség = jele. Tehat L = (°, +, -, =, 0).

Axiomaink, tehat T elemei a kovetkezok:

(THVaVyVz(z=y— (r=2—>y=2)
VeVylzx=y—=2'=y)

Va- (0=2a)
VaVyla =y

2)
T3)
)
yVa(z+0==x)
)
)
)

)

—z=y)

VIVy(:z:—l—y’ 3:—|—y)’)

¥ z(a-0=0)

V:EVy(:E Yy = )—i—x)

T9) ¢(0) — Ww(()%())%VwM@)

A (T1)-(T8) axiomak az Osszeadds, szorzas és rakovetkezés jol ismert tulajdonsagait formalizaljak. A (T9) pontban
nem egy axioméat adtunk meg, hanem végtelen sokat, a ¢(z) formula minden lehetséges valasztasara egyet-egyet. Az
ilyen tipust axiomékat azxidmasémdnak hivjuk. Az axiomasémakra a matematika minden teriiletén sziikség van. Mar
a logikai axiomak felsorolasakor hasznéltuk Gket.

A (T9) axiémaséma a teljes indukcié atfogalmazasa. Szokasos megfogalmazasban ez igy hangzik:

sLegyen K a természetes szamok egyik tulajdonsaga. Tegyiik fel, hogy a nulla rendelkezik ezzel a tulajdonsiggal
és valahanyszor egy természetes szam rendelkezik vele, akkor a rdkovetkezGje is. Ekkor valamennyi természetes szam
rendelkezik a K tulajdonsaggal”.
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A problémat ebben a megfogalmazasban az okozza, mit értiink tulajdonsagon. Mint mindeniitt, itt is ez egy szabad
valtozoju ¢(x) formulat jelent. Egy n természetes szam rendelkezik a tulajdonsaggal, ha ez a ¢[n] igaz, kiilonben nem.
Ezek utan konnyen adédik a teljes indukcio fenti, formalizélt alakja.

A (T1)-(T9) pontokban felsorolt axiomak egyiitt adjak a termeészetes szamok T axiomarendszerét. Ahhoz, hogy
tényleg jogunk legyen ezt a rendszert a természetes szadmok axiomarendszerének nevezni, meg kell mutatni, hogy a
T segitségével fel tudjuk épiteni az elemi aritmetikat: be tudjuk latni az 6sszeadas és szorzas szokasos Osszefiiggéseit,
definidlhatjuk a kiilonbséget stb. Ezt valéban meg lehet tenni, de mivel arra torekedtiink, hogy a lehet6 legkevesebb
axiomat kelljen kimondanunk, ez nagyon soka tartana, és nem is ez a célunk.

Megemlitjiik azonban a T axiémarendszerre vonatkozé nagyon fontos tételt, amit még egyetlen més bonyolultabb
rendszerre sem sikeriilt bebizonyitani.

Tétel: (Gentzen, 1936). A termeészetes szamok T axiémarendszerere ellentmondastalan.

Hogy megértsiik ennek a tételnek a fontossagat, a modellelmélet még egy tételét emlitjiik meg. Csak olyan axiéma-
rendszerekre szoritkozunk, amelyekben véges sok lépésben el tudjuk donteni egy tetszGleges formularol, hogy axioma-e
vagy sem. Ez az elvards meglepdének tiinhet, de sajnos vannak olyan dolgok, amiknek létezésérsl tudunk, de a dolgot
mégsem tudjuk teljes egészében megragadni. Igy lehetséges, hogy valaki tigy adja meg az axiomakat, hogy nem tudjuk
eldonteni, mi axiéma és mi nem.

Masodszor feltessziik, hogy axiomarendszeriinkben felépithetd a természetes szamok aritmetikija. Vilagos, hogy
ezekkel a tulajdonsigokkal a matematikiban hasznalatos axiomarendszerek tobbsége rendelkezik. Az emlitett két
tulajdonsagnak eleget tevd axidmarendszert erdsnek hivjuk. Ezekr6l szol a Godel-féle nemteljességi tétel:

Tétel: Legyen I' az L nyelven felirt ellentmonddstalan, erds azxiomarendszer. Ekkor van az L nyelvnek olyan
(Cons I')-val jelolt formuldja, ami azt fejezi ki, hagy a rendszer ellentmonddstalan, de ez a formula figgetlen I'-tdl,
tehdt sem (Cons I'), sem a tagaddsa nem vezethetd le I'-bol.

A tétel tehat rogton példat is mutat egy fiiggetlen allitasra minden erds axiémarendszerben. Raadasul ezt az allitast
nagyon is szeretnénk eldonteni, hiszen éppen azt fejezi ki, hogy a rendszer ellentmondastalan.



Ezzel befejeztiik a matematikai logika egyik legfontosabb részteriiletének egy ugyancsak vazlatos és rovidre fogott
attekintését. A matematikai logika a matematika egyik hatéarteriilete, sok vonatkozasban kapcsolodik a logikahoz és a
filozofidhoz. A kérdés irant érdeklgdsk magyarul is sok érdekes konyvhoz juthatnak.

A cikkben eldforduld jeldlések és réviditések

A a struktura individuumtartoménya

2A tetszoleges struktira A tetszéleges eleme
a; A tetszGleges eleme

"A A rendezett n-eseinek halmaza

a " A egy eleme

A=T 2 modell a I'-ra

AE 2 modell a p-re tetszbleges értékelésnél
A E p[d] 2A modell a ¢-re az d értékelés mellett
C; tetsz6leges konstans

E a ma él6 emberek Osszessége

Ev a valaha élt emberek Osszessége

fi miiveletjel

(o} a geometria strukturédja

H ,héazastarsaknak lenni”

I interpretacio

i, 7, 1 indexek

k1 konstansjel

L matematikai nyelv

M; mivelet

P; relaci6

P a struktura miiveleteinek szama

T relaciojel

q a struktura relacidinak a szama

S a struktira konstansainak a szama

t kifejezések roviditése

T a Peano-féle axiomarendszer

T; valtozojel

Y, 2 valtozojelek

20 a vektorok struktiraja

r formulék halmaza, axiémarendszer
'k I'-bol levezethets

{I',+¢} I' formulai és a ¢ formula

’ a rakovetkezés jele

A és

\% vagy

- nem

— ha, ... akkor

v minden egyes (az Gn. univerzalis kvantor)
3 van olyan (az un. egzisztencialis kvantor)

csakkor akkor és csak akkor.

A cikkben szerepld fogalmak és tételek



A-beli konstans individuumtartomény

A-beli rendezett n-es igaz formula

A-n értelmezett relaciod interpretacio
axidomarendszer kifejezés
axiémaseéma, konstansjel
altalanosité szabaly konzisztens
ellentmondastalan kovetkezmeény
elsérendd nyelv levalasztasi szabaly
erds axiomarendszer levezetés

értékelés logikai axi6ma
formula logikai jel

Gentzen tétele matematikai logika
Godel teljességi tétele matematikai nyelv
Godel nem-teljességi tétele modell

mondat rendezett par
modus ponens Russel-féle antinomia
mivelet struktira

nyelv szabad valtozo
Peano-féle axiémarendszer tétel

relacid tautolégia
relaciojel valtozojel
rendezett n-es zart formula
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