1. feladat. Egy rid w dllando szdgsebességgel forog egy fiiggdleges tengelyhez rogzitve. A rid a fiiggdleges tengellyel
(90° — ) szoget zdr be (1. dbra). A ridon egy m témegd test csuszhat, a csuszdsi surldddsi egyitthato p. Mi a feltétele
annak, hogy forgds kézben a test a rid ugyanazon a helyén maradjon?

2. dabra

Ha a test a felfelé csiiszas hataran van, a mozgésegyenletek:

mrw? = Nsina + S cos o,

0=mg— Ncosa— Ssina.

Az S surlodasi erét és az N nyomoerst az
S < uN

feltételbe helyettesitve kapjuk, hogy
tg(a+¢) >w?r/g, ha a+e<n/2,

ahol az ¢ surlodasi hatarszoget a u = tge egyenlet adja meg. (Ha o 4+ ¢ > 7/2 test mar csak lefelé mozdulhat el.)

Hasonl6an térgyalhato a lefelé cstiszés esete. A surlodési ers elGjele a mozgasegyenletekben megvaltozik, igy az
egyenlStlenség [mivel cos (o —€) > 0] a

tg(a—¢) <w?r/g

alakot oOlti.

Osszefoglalva, a test helyben maradasanak feltétele:

’L
tg(a+¢) > wona >tg(aw—e), ha a+te<mn/2
g
(w?Lcosa)/g >tg(a—e), ha a+e>m/2.

Elég bonyodalmas a négy valtozoé szerepének a taglaldsa. Trividlis, hogy nyugalomban levé rad esetében, amikor
w = 0, az allando helyzet feltétele: € > «. Ha nincs sarlddas, € = 0, csak ez a feltétel jelent egyensulyt:

Egyébként a radon egy L,-t0l L;-ig terjeds intervallumon beliil marad meg a test valtozatlan helyen. Ha o < ¢,
akkor az als6 hatar a tengelyben van. A 3. abra adott, a = 30°-0s rudhelyzetnél mutatja meg az m tomegd test L
tavolsaganak nagysagat, mint w fliggvényét. ¢ = 0-nal a szaggatott vonal mutatja a lehetséges egyensilyi helyzeteket.



3. dbra

A surlodas novekedésével mindig szélesebb sav 1ép ennek helyébe, abrankon p = 0,268, € = 15° esete lathato.
A 4. dbra egy w = 10 s7! szogsebességgel forgatott rudat mutat kiilonbozé helyzetekben; a surlodasi hatarszog
ismét ¢ = 15°. A rad vastagon kihizott részei jelzik azokat a helyeket, ahol a test a helyén marad.
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4. dbra

Az L, als6 hatar a = 15°-ig alul a tengelyben marad, aztan mindig jobban felfelé huzodik, a végtelenig. Az L;
felsé hatar o = 0° esetében pg/w?, azutan mindig feljebb huzodik. 60°-nal 0,731, 67,5°-nal 1,944 (ezek a helyek nem
féertek ra a rajzra). « = 90° — e = 75° folott a fels hatar végtelen, a témeg minden L,-nal nagyobb tévolsdghan a
helyén marad. A kozéps6, pontozott gorbe a surlodas nélkiili esetben érvényes egyensilyi helyzeteket jeloli meg.

A stabilitas kérdését illetGen az a helyzet, hogy kilépve a nyugalmat jelents savbol a test vagy felrepiil a rad végére,
vagy leesik az aljara. A surlodas nélkiili esetben az egyensulyi helyzet labilis. Fiigg6leges rud esetében surlédas mellett
is az egész rudon labilis az egyenstilyi helyzet és a test leesik az origdba.

2. feladat. Mi a feltétele annak, hogy egy vastag lencse gyujtétdvolsiga két kilonbozd hullaimhosszisdagiu fény
esetében ugyanannyi legyen? Taglaljunk megvaldsithato eseteket, figyelembe véve kiilonbozd alaki lencséket!

Megoldas. Elgszor idézziik fel a vastag lencsék tulajdonsagait (1. példaul a K. M. L. 1967. évi 8-9. szaméanak
163. oldalan). A lencse adatai: a gombfeliiletek radiusza r1 és ro (homoru felszin esetében negativ), a vastagsag d, a
torésmutato n (5. abra).

A fokusztavolsag f = BF', amelyre

1 1 1 n—1 1
1 —-=n-1)|—+——d- - —
(1) f (n ) 1 + To n 1T
A B f6pont tavolsaga a felszint6l:
d
2) BA=h= 2

n(ri+re)—d(n—1)



A lencse anyaganak diszperzidja van, ez azt jelenti, hogy kiillonb6zd hullaimhosszaknal méas a torésmutatd, A,-nal
Na, A\p-1él nyp.
Az (1) Gsszefiiggeést n hatvanyai szerint rendezve:

flr+ro—dn?+2fd— f(r1 +r3) —riran — fd=0.

Az egyenlet n-ben méasodfoku, tehat altaldban megvan annak a lehetGsége, hogy adott f-hez két n tartozhassék és a
feladatot megoldjuk.

(1)-bél kifejezve a gyujtotavolsagot:
nriro

(n—=1n(r1+7r2) —d(n—1)]

(3) f=

A feladat kérdésére ugy valaszolunk, hogy ezt a fokusztavolsdgot n, és ny torésmutatOkra szamitjuk ki és ezeket

egyenlévé tessziik:
NaT172 npT172

(na — Dng (r+r2) —d(na = 1)) (ny — Dng (r1 +12) — d(np — 1]
Az egyenlet rendezése ezt az egyszert feltételt adja:

(4) nen=d(i- ).

NaNp

A taglalés els6 lépéseként latjuk, hogy plankonvex vagy plankonkav lencse esetében a feltétel nem teljesiilhet, mert
a baloldal végtelen volna, a jobb oldal pedig mindenképpen véges. Mivel a torésmutatok 1-nél nagyobbak, a zardjeles
rész 1-nél kisebb lesz, tehat a radiuszok Osszege kisebb lesz a vastagsagnal, igy altalaban igen vastag lencséket kapunk.
Erdekes, hogy az n, — n;, diszperzié nem szerepel a feltételben, csak a torésmutatok szorzata.

Attekintés és taglalas céljabol meérjiik fel a koordinatatengelyekre 7, és ro radiuszokat d-ben mint egységben mérve
(6. abra).

6. dbra

Elgszor altalanossagban, egyetlen torésmutato esetében vizsgaljuk a problémakat és példaként n = 2 értéket tételez-
ziink fel, ami speciélis flintiivegnél lehetséges. Megvizsgaljuk, mi a feltétele annak, hogy egy vastag lencse gytjtélencse
legyen. Planparalel lemezként viselkedd lencsét akkor kapunk, ha f = oo, vagyis (3) képletiink nevezgje nulla:

(n—1D[n(r1+r2) —d(n—1)]=0.
Innen a feltétel:
r1+re=d(1—1/n).

A 6. abra els6 rajzan n = 2 esetében a vastag vonal tiinteti fel az Osszetartozd értékparokat, a ferde vonalat
r1 = 0,5d és ro = 0,5d kozott hazva (n = 1-nél az origén, n = oco-nél a (d,d) pontokon mennének &t ezek a ferde
egyenesek). Gytjt6lencsét akkor kapunk, ha f > 0, illetve 1/f > 0. A (3) Osszefiiggés alapjan:

(n=Dn(ri+r) —d(n—1)]
nriro

d 1
It >—<1——>.
T17r2 r172 n

Az els6 koordinatanegyedben akkor kapunk gytjtSlencsét, ha r1 és ro adatait a 6. abra els6 rajzan lathat6 vastag ferde
vonal fol6tti teriiletrdl valasztjuk ki. Ha alatta valasztjuk ki, a vastag lencse két domboru feliilete ellenére szorédlencse
lesz. A t6bbi koordinatanegyedben az elGjelek tekintetében 6vatosnak kell lenniink. A harmadik negyedben, ahol rq

> 0.

Atrendezve:




és ro negativ, a feltétel nem teljesiilhet. A II. és IV. negyedben az egyenlGtlenség egy negativ tényezével szorozva igy

alakul: X
r1+r2<d<1——),
n

tehat itt a vastag vonal alatti teriiletek jelentik a gytjtslencsét. Abrankon a vonalkazas jelzi a gytjtolencsék tartoma-
nyat.

Lencsénk hasznalatakor praktikus kivansag, hogy a fokusz az iiveganyagon kiviilre essék. Ennek feltétele (2) és (3)
alapjan:

nrire dro

(5) =D trm) —dn—1] nimn+r) —dn-1)

A fokusz akkor esik a kilépé felilletre, ha h = f, amibdl konnyen adodik az r; = d(1 —1/n) feltétel. A 6. abra mésodik
rajzan a 0,5d-nél huzott fliggsleges jelenti ezt. Az elsé koordinatanegyedben, ahol minden rédiusz pozitiv, a fokusz
az anyagon kiviilre esik, ha r; > d(1 — 1/n), vagyis az rir pontnak a fiiggSlegestsl jobbra kell fekiidnie. A t6bbi
koordinatanegyedben ismét ovatosnak kell lenniink. A IIL. negyedben a feltétel nem teljesiilhet, mert (5) bal oldala
itt negativ, jobb oldala pozitiv. A II. negyedben egyszertsithetiink ro-vel és az (5) alatti egyenlStlenség csak gy
teljesiilhet, ha a nevez$ a negativ:

n(ri+r)—dn—1)<0,

amibdl kovetkezik az itt érvényes feltétel:
r+re <d(l—1/n).

A IV. negyed koriilményeinek kivizsgalasara irjuk fel f és h kiilonbségét (3) és (2) felhasznélasaval:

nrire —drg (n— 1) . r1—d(l—1/n)
(n—1D[n(r1+r2) —d(n—1)] 2 (1—=1/n)n(ri+r2) —d(n—1)]

Minthogy ry negativ, ez a kiilénbség csak gy lehet pozitiv, ha a nevez6 negativ, amibél kovetkezik:
L+ 19 < d(l — l/n)

Egyéb esetek kirekeszthetSk. A 6. abra k6zépso rajzan pontozas jeloli meg azokat a teriileteket, ahol a hasznalhato rq,
ro pontok fekiisznek.

Ezutan térjlink vissza eredeti problémankra és rajzoljuk be dbrankba azon rq, ro pontok mértani helyét, amelyekre
ng €és myp torésmutatok esetében egyezk a fokusztavolsagok (6. abra harmadik rajza). A (4) feltétel egy egyenest
jelent, amely a tengelyeket d(1 — 1/ngnp) tavolsdgokban metszi. (Legyen példankban n, = 2,02 és n, = 1,98, ekkor
1—1/n,n, = 0,75.) Ezen az egyenesen P-t6l balra olyan konvex-konkav (!) szorélencséket talalunk, amelyek fokusza az
iivegben van. P-t6l @-ig olyan bikonvex gytjtSlencsék kovetkeznek, amelyek fokusza még mindig az anyagban van. Q-
t6l R-ig a fokusz az anyagon kiviil van, ezek bikonvex gytjtSlencsék. R-t6l lefelé konvex-konkav szorolencséket talalunk,
de fokuszuk az iivegben van. Valamelyest praktikus értelmiik csak a QR kozotti gytjtélencséknek van. Gyakorlatban
ezek sem érnének sokat, mert hiaba egyeznek a fokusztavolsagok, ezeket a B f6ponttol kell felmérni, ennek helye pedig
(3) szerint fiigg a torésmutatotol.

3. feladat. P pontbdl egyenld tomegid, egyenld v sebességd ionok indulnak el kilonbozd iranyokban. Ezeket egy
PR = 2a tdavolsdgban levd R pontban kell dsszegyijteni adott B indukcidji homogén mdagneses térrel, amely merdleges
a rajz sikjdara. A pdlydk legyenek a kézépvonalra szimmetrikusak (7.dbra). Milyen legyen a mdgneses tér hatdrvonala?

7. dbra

Megoldas. Homogén magneses térben egy toltott rész korpalyan mozog, kézben a @) toltésre haté QuB Lorentz-erd
szolgaltatja az muv?/r centripetalis erét: QuB = mov?/r, innen a korpélya sugara:

r=ovm/QB.



A mi esetiinkben a mégneses térben mindegyik ion ugyanakkora radiuszi korpélyan mozog. Pozitiv ionok esetében
hatulrdl elére iranyuld magneses térre van sziikség. Amig az ion a mégneses térben mozog, addig palyaja az adott
sugara kor. Amint az ion kilép a térbdl, a kor utolsé pontjanak érintGje mentén repiil tovabb. A hatarvonalat ugy kell
megvalasztani, hogy valamennyi ion ugyanabba az R pontba repiiljon. Ezt a matematikai problémat kell megoldani:
hol kell a koroket abbahagyni, hogy az utolsé érinté eltalalja az R pontot. A szimmetria folytan elég az abra egyik
felével foglalkozni, tovabba a kordk kozéppontjai az y-tengelyen vannak.

Az r sugard korpalyén repiils ion az z, y koordinataju A pontban 1ép ki a térbdl és az érinté mentén repiil R-be
(8. &bra).

Hasonlé haromszogekbdl:

Azonkiviil érvényes a kor egyenlete :
22+ (y—b)? =12
y, illetve (y—b) kikiiszobolésével azonnal megkapjuk az ilyen tulajdonsaga A-pontok mértani helyét, vagyis a magneses
tér hatarat megadd fliggvényt:
_z(a—ux)
y= /r2 — 32
Ez negyedfoku fliggvény. A fiiggvénygorbének csak az els6 koordindtanegyedbe es részére van sziikségiink és ezt
tiikrozziik az y tengelyre. A térhatarolas harom esetét mutatja a 9. dbra.
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9. dbra

A hatarvonalak tipusa aszerint alakul, hogy az a tavolsag és az r palyasugar hogyan viszonylanak egymashoz.
Abrankon a = 10 cm és a radiuszok rendre 7,5 cm, 10 cm és 20 cm. Ha 1,67 - 10727 kg tomegd, 1,6 - 10~ coulomb
toltésd oxigénionokrol és B = 0,1 tesla erGsségi térrdl van szo, akkor a sziikséges 420 km /s, 960 km/s és 1920 km /s
repiilési sebességek 2700 volt, 4800 volt és 19200 volt gyorsité fesziiltségek hatasara jonnek létre. Elvben mindegyik
megrajzolt esetben a negyed-sikban kiindulé valamennyi ion 0sszegytjthetd, de r < a esetében ehhez a végtelenig
terjedd térre volna sziikség. A hatarold gorbe végtelenbe mens aga akkor csap le hirtelen az R pontba, amikor r
egyenld lesz a-val. Még tovabb novekeds r-nél a tér hatarvonala lelaposodik.

Kisérleti feladat. Egy két kivezetéssel bird félvezets karakterisztikajat kellett felvenni azzal a kikGtéssel, hogy a
féelvezet6 csak 0,25 wattig terhelhetd. Rendelkezésre alltak fix és valtoztathato ellenallasok, két mérémiiszer, valamennyi
mérési teriileten megadott belsG ellenéllassal és egy 9 voltos fesziiltségforrds. A mérés olyan természetii volt, hogy
figyelembe kellett venni az ampermérdn létrejove fesziiltségesést, illetve a voltmérs aramat. A karakterisztika elarulta,
hogy a félvezets egy Zener-didda volt.



