Elsé feladat. Milyen n és k természetes szamok esetén alkot szamtani sorozatot
n n no\,
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A versenyz6k egy része megmutatta, hogy (n) a k-nak novekedd fliggvénye, ha k < g, és csokkend fliggvénye, ha

k
n
k> 578 igy a binomidlis egyiitthatok csak a szoveg szerinti felsorolas sorrendjében alkothatnak szamtani sorozatot. A

versenybizottsag enélkiil is teljesnek fogadta el a kiilonben helyes megoldast, éppen mivel a feladat sorrendben emliti
a harom egyiitthatot.

Megoldas. A feladat kovetelménye szerint a szomszédos binomialis egyilitthatoparok kiilonbsége egyenls kell hogy
legyen, vagyis a kiilénbségek kiilonbsége 0:

® (:20) () () =

Itt feltessziik, hogy k —1>06és k+ 1 < n, azaz
(2) 1<k<n-1

Ha az (1) egyenlGség teljesiil — és csak akkor — alkot szamtani sorozatot a harom binomidlis egyiitthato.
Szorozzunk (k4 1)!(n — k + 1)!/nl-sal. Ez (2) folytan létezik és pozitiv, igy (1) akkor és csak akkor teljesiil, ha

k(k+1) =2k +1)(n—k+1)+ (n—k)(n—k+1) =0,
(3) n? —dnk +4k* —n -2 =0.
Eszerint
n=(n-2k?>-2,

egy egész szadm négyzeténél 2-vel kisebb:
n=u’-2

alaku, ahol u természetes szam és itt u = n — 2k vagy u = 2k — n, azaz
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vagy
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Az utolsd alakbol lathato, hogy k-ra egész értéket kapunk.
Itt u > 2 kell hogy legyen, hogy n pozitiv egésznek adodjék. Az u = 2-hoz tartozd két k értékre azonban (2) elsg,
ill. masodik egyenlGtlensége nem teljesiil.

Ha u > 3, akkor
n—u

klz(;>—121 és ki = <n.
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Mivel pedig k1 + k2 = n, és k1 < ko, igy mindkét k érték kielégiti (2)-t.
A feladat kovetelményei teljesiilésének sziikséges és elégséges feltételébdl indultunk ki és ekvivalens atalakitasokat
végeztiink, igy azok az n, k szampéarok felelnek meg, amelyeknél valamilyen 2-nél nagyobb u egésszel

1
n=u?-2 és k_<;)—1 vagy k—<u_2|— )—1.

Megjegyzések. 1. Még az u = 2-hoz tartozo k = 0 és k = 2 érték is elfogadhaté, ha (Z

k negativ vagy nagyobb, mint n. Ekkor ugyanis a 0, 1, 2, ill. a 2, 1, 0 szamtani sorozatot kapjuk. (Egy versenyzs azt
is megjegyeste, hogy ezzel a megallapodassal barmely pozitiv egész n és k < —2,ill. k > n + 2 érték is megfelel.)

(620 720+ () = ()

Osszefiiggeés két oldalabol levonva (1) megfelel§ oldalait, adodik, hogy a feladat kovetelménye akkor és csak akkor

teljesiil, ha
n n -+ 2
4 = .
()= ()

)—n 0-t értiink, amennyiben

2. A konnyen igazolhato



3. A (3) egyenletet 4-gyel szorozva és n szerint egészitve ki teljes négyzetté,
8k +9 = (2n — 4k — 1)

adodik, ami paratlan szam négyzete. Ezt 2v + 1-gyel jelolve azt kapjuk, hogy

k_(20+1)2—9_v2+v—2_(v+1)_1

8 2 2
és
2n —4k—1=2v+1 vagy dk+1—-2n=2v+ 1.
Innen
n=2k+v+1=04+20—1=@w+1)°>—-2
vagy

n=2%—v=10v%-2.

4. A megoldasban szerepls két k értékrdl leolvashatd, hogy minden megengedett n értékhez tartozd nagyobbik k
érték megegyezik a kovetkezd szobajovs n értékhez tartozo kisebbik & értékkel.

5. Ha azt kérdezziik, alkothat-e hdromnal t6bb egymas utani binomidlis egyiitthat6 szamtani sorozatot, igen konnyd
latni, hogy tagadé a valasz. Ekkor ugyanis a sorozat els§, masodik és harmadik eleme is meg a masodik, harmadik
és negyedik elem is haromtagt szamtani sorozatot alkotna. Azonban a feladat megoldasaban kideriilt, hogy az egy n
értékhez tartozo két k értéknek szimmetrikusan elhelyezkedd binomidlis egyiitthatok felelnek meg, igy a két nyert 3
elemi sorozat egyike novekedd, a masik csokkend, nem lehetnek ugyanannak a sorozatnak egymas utani elemei.

6. A szamtani sorozatok az olyan sorozatok, amelyeknél a szomszédos elemek kiilonbsége csupa egyezd elembdl
allo sorozat. Hasonloan vizsgalhatunk olyan sorozatokat — in. masodrendd szdmtani sorozatokat —, amelyeknél ezek a
kiilonbségek alkotnak szamtani sorozatot, és hasonléan értelmezheték magasabb rendid szamtani sorozatok. Felmeriil a
kérdés: alkothat-e négy egymés utani binomialis egyiitthaté masodrendi szamtani sorozatot. A probléma a fentiekhez
hasonléan egy n-ben és k-ban harmadfoka egyenletre vezet. Taldlhatd azonban végtelen sok megoldas a kovetkezd
egyszer meggondolassal: Ha n pératlan, 2u 4+ 1 alaki, akkor az m-hez tartozé binomidlis egyiitthatok sorozatanak
kozepén két egyenls binomidlis egyiitthato all és az ezek el6tti és utdni binomialis egyiitthatok is egyenlék. A

2u+1 2u+1 2u+1 2u+1
u—1)" U ’ ut+1)’ u—+ 2
szamok kiilonbségei tehat a, 0, —a alakiak, és ez szamtani sorozat. Ez arra is vezet, hogy az emlitett harmadfoka

egyenletet konnyd megoldani: a fellépd polinom egy elsé és egy masodfokd szorzatara bonthaté, s igy méar kénnyen
megtalalhatok a tovabbi megoldasok.

Masodik feladat. A sik derékszogi koordindta-rendszerének origdja kéril r sugarid kért rajzolunk. §(r)-rel jeloljik
az egész koordindtdaju pontok kézil a korhoz legkozelebbinek a kértdl mért tdvolsdgdt.

Bizonyitsuk be, hogy 0(r) tetszés szerint kicsi, ha r-et elég nagynak vdlasztjuk.

(Pontnak kértél vald tdvolsdagdt ugy mérjik, hogy a ponton és a kor kézéppontjdn dt egyenest fektetink, és a pontnak
az egyenes €s a kor metszéspontjaitol mért tdvolsdgai kozil a kisebbiket vesszik.)

A sik egész koordinataju pontjait racspontnak fogjuk nevezni.

I. megoldas. Feladatunk tetszés szerinti pozitiv p értékhez olyan korlatot keresni, amelynél nagyobb r sugar
esetén mindig van az r sugara kortsl p-nél kisebb tavolsagra levs racspont. Kézenfekvs olyan egyenesen keresni ilyen
racspontot, amelyiken egyrészt stirliin vannak racspontok, masrészt, amelyik ,lehetéleg jol simul” a korhoz, kis hegyes
szogben metszil] A racspontok legstrtibben — egymastol 1 tavolsagra — a koordinatatengelyekkel parhuzamos és a
megfelel§ tengelytsl egész tavolsagra levs egyeneseken sorakoznak. Vélasszuk pl. az y tengellyel parhuzamos ilyen
egyenesek koziil a legtavolabbit, amelyiknek még van kozos pontja a korrel. Ennek az y tengelyt6l mért v tavolsdgara

(1) u<r<u+l (u egész).
Ezen az egyenesen a kort kozrefogd (u,v), (u,v + 1) racspontok ordinatéjara

(2) w0 <r? <u?+ (v+1) (v egész).

!Egyenes és kir szogén az egyenesnek és a korrel vald metszéspontjaban a korhoz huzott érint6nek a szogét szokas érteni. Altalaban
beszéliink két egymast metsz6 gérbe szdgér6l a metszéspontjukban, — ezen a metszéspontban a gdrbékhez htzott érint6k szogét értjiik,
feltéve, hogy mindkettének van egyértelmtien meghatarozott érintGje ebben a pontban.



A koron kiviil levé A racspontot az O origoval 6sszekots egyenes messe a kort A;-ben. Ekkor

5(r) < Ady = OA— 1 = \Ju2 + (v +1) = @1
m-i—r

2v+1—r —u —vz) 2v+1

Vuz+ w+1)2+r

ugyanis a szamlaloban elhagyott kivonando a (2) egyenl6tlenség elss fele szerint nem negativ, a nevezében levs négy-
zetgyok pedig az egyenlGtlenség masodik fele szerint nagyobb r-nél.
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(2) els6 fele és (1) segitsegével kapcsolatot talalunk v és r kozott is:

v§\/7“2—u2:\/(r—u)(r+u)<\/1-(r+r)=\/Z.

Ezt felhasznalva, ha pl. r > 1, akkor

2v2r +1 mf+f

1) —
(r) < 2r 2r \/1_“
igy 6(r) biztosan kisebb lesz p-nél, amint
—2 < aza. r> —4 és r>1
NG P 7aZ e .

Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Nyilvanvaloéan nyerhettiink volna 2-nél kisebb szamléalot a d(r)-re kapott fels§ korlatban, de ez
nem volt célunk. Csupéan azt akartuk belatni, hogy van olyan korlat, amelyiknél nagyobb r-ekre §(r) < p. Hogy mi
a legkisebb ilyen korlat, az mar a probléma szempontjabol lényegtelen, annal is inkdbb, mert nem feltétleniil a fent
kivalasztott A a korhoz legkozelebbi racspont.
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2. Sok mas moédon is becsiilték a versenyzok az A(u,v + 1) vagy B(u,v) pont tavolsagat a kort6l. Egy ilyen 1t
a kovetkezG: az AB egyenes metszéspontjat a korrel, ill. az x tengellyel jelolje C, ill. Ag, a B-n at az = tengellyel
péarhuzamosan huzott egyenes és a kérhoz a C-ben huzott érinté metszéspontjat D. Ekkor B tavolsaga a kortdl kisebb,
mint BD, igy a BCD és AoOC héaromszogek hasonléséga folytan
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ha r > 2; igy
8
o(r) < p, ha egyidejileg > — és r> 2.
p

3. A feladat szoros kapcsolatban van a kovetkezs kérdéssel. Keressiink tetszés szerinti pozitiv egész N szamhoz
olyan M (N) széamot, amelyre az N, N + M (N) szamkozben van két négyzetszam Osszegeként irhatod szam.
Ha N-et a fenti megoldas r’-ének vélasztjuk, az n = u® + (v + 1)2 tekinthets egy kozeli négyzetszamnak:

n—N=u>+w+1>—r?<2v+1,

és mivel n — N egész, igy

n— N <2v<2V2r=v8VN.
Az N, N + V8V/N szamkbzben tehat mindig van két négyzetszam osszegeként irhato szam.

II. megoldas. Mivel az © = u (u pozitiv egész) egyenlettel jellemzett egyenesen egységnyi tavolsagra kovetik
egymaést a racspontok, igy elég megmutatni, hogy tetszdleges pozitiv p-hez, ha r elég nagy, valaszthaté w ugy, hogy
az ¢ = u egyenletd egyenesnek az r és r + p sugard korok kozti korgytribe es6 szakasza, — pl. az elsé siknegyedben —
legalabb 1 hosszisagu legyen. Ekkor ugyanis erre a szakaszra esik racspont és az legfeljebb p tavolsagra van a kortél.

Valasszuk meg u-t az
u<r<u-+1

feltetellel. Ha w + 1 < r + p, akkor az (u + 1,0) pont a korgytrtiibe esik; igy elég csak azt az esetet vizsgélni, ha
(3) ulr<r4+p<u+l.

Ez eleve csak akkor teljesiilhet, ha p < 1. Az emlitett szakasz h hosszara

_ 2 2w (r+p)? —r2 |
h=\/(r+p) RN

Itt a szamlalo nagyobb, mint 2rp, a nevezdben levs négyzetgyokok pedig igy becsiilhetdk feliilrsl (3) felhasznalasaval,
hapl.r>1,

Vi +p) —u2=(r+p—u)(r+p+u) <1-(r+1+7)<V3r
V2 —u? = /(r —u)(r+u) < V1-2r.

2rp 2p
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tehat h > 1, ha
2
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Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Harmadik feladat. Adott a térben n sik (n > 5) dgy, hogy barmelyik hdromnak pontosan egy kézés pontja van,
€s nincs a térnek olyan pontja, amelyen kézilik haromndl tobb menne dt.

Bizonyitsuk be, hogy azon térrészek kozott, melyekre a sikok a teret daraboljak, legaldbb tetraéder van.

Megoldas. Nevezziik roviden csicspontnak az olyan pontot, mely harom adott sik k6zos pontja. A feltételek szerint
barmely harom sik egyetlen cstcspontot hataroz meg.



Jegyezziik meg tovabba, hogy négy adott sik mindig kozrezar egy (és csakis egy) tetraédert. Ennek belatasat az
olvasora bizzuk. Természetesen e tetraéderbe més sik belemetszhet, tehat altalaban nem szerepel a tekintett térrészek
kozott.

Legyen marmost S egy adott sik és P olyan cstcspont, mely nincs az S sikon, de az 6sszes olyan csticspont kozott,
mely S-nek P-vel azonos oldalan helyezkedik el, S-hez legkdzelebb van. Legyenek S, Sa, S3 a P-t meghatarozo sikok.
Ekkor S, S, S, S3 egy T tetraédert zar kozre. Allitjuk, hogy a T tetraédert tovdbbi adott sik nem metszi, tehdt T
egyike azon térrészeknek, melyekre az n sik a teret darabolja.

Tegyiik fel, hogy egy tovabbi adott S’ sik metszi a T tetraédert. Legyenek A, B, C a tetraéder P-t6l kiilonbozo
csticsai; A, B, C az S sikon helyezkedik el. Nyilvanvaléan kell, hogy az S’ sik messe az AP, BP, CP szakaszok
valamelyikét. Tegyiik fel példaul, hogy S’ az AP szakaszt metszi egy @ pontban. Ekkor Q is cstcspont, hiszen AP két
adott sik metszésvonala, és igy @ hdrom adott sik metszéspontja. De @ kozelebb van S-hez, mint P, ami ellentmond
P valasztasanak.

A fentiek alapjén az adott sikok barmelyikéhez taldlhatunk ra tamaszkodo tetraédert a sikok altal létrehozott
térrészek kozott. S6t, ha S olyan sik, melynek mindkét oldaldn van csicspont, akkor S-re két ilyen tetraéder is
tamaszkodik.

Allitjuk, hogy legfeljebb hdrom siknak lehet minden csicspont ugyanazon az oldaldn. Tegyiik fel, hogy négy ilyen
sik is volna, S1, So, S3, Sy. Legyen ABCD az S1, So, S3, Sy altal alkotott tetraéder, ahol S1 az ABC, Sy az ABD,
Ss az ACD, Sy a BCD sikkal azonos. Mivel n > 5, van egy tovabbi S sik az adott sikok kozott. Az S sik nyilvan
nem metszheti az ABCD tetraéder valamennyi élét, tehat példaul az AB él egyenesét egy, az élhez nem tartozo E
pontban metszi. Legyen példaul E az AB egyenes A-bol kiindulo, B-t nem tartalmazo félegyenesén. Marmost F és B
az S3 = ACD sik kiilénboz6 oldalain elhelyezkedd csticspontok, ami ellentmondas (1. dbra).

Sy
) A\\g

1. dbra

Szamoljuk marmost Gssze a sikok altal létrehozott térrészek kozti tetraédereket ugy, hogy minden sikhoz megsza-
moljuk a ra tdmaszkodokat. Lattuk az elgbb, hogy legfeljebb harom kivételével minden sikra legalabb két tetraéder

tamaszkodik; a ,kivételes” sikokra legalabb egy. Igy legalabb 2n — 3 tetraédert szamolunk. Mivel azonban minden tet-
2n —

. 3 — s
raédert négyszer szamolhattunk (a négy lapsikjanal), a tetraéderek szédma legalabb , amit, bizonyitani akartunk.

Megjegyzések: 1. Tobb versenyzé , felhasznalta”’, hogy ha egy tetraédert sikkal metsziink, akkor keletkezé darabjainak
egyike tetraéder. Ez az allitds nem igaz; ha egy tetraédert olyan sikkal metsziink, mely két kitérs élét elvalasztja (de
egyiket sem metszi), akkor két haztetd” (6tlapt test) keletkezik (2. dbra).

2. abra

2. A feladat egyszertibb valtozata sikbeli probléma: ha n egyenes a sikban gy helyezkedik el, hogy semelyik kettd

nem pdrhuzamos és semelyik hdrom nem halad dt eqy ponton, akkor az dltaluk létrehozott sikrészek kozott legaldbb
2n —2

hdromszdég van. Ez az allitas a térbeli feladathoz hasonléan igazolhato.

2n —3

3. Felvetsdik a kérdés, hogy a

kérdezhetd a 2. pontban emlitett feladattal kapcsolatban is. Erre a problémara kiilon cikkben visszatériink.

korlat mennyire éles, vagyis nem bizonyithaté-e ennél erdsebb allitas. Hasonld



