II. rész

E cikknek az els6 részében megismerkedtiink a p-adikus egész szamokkal. Lattuk, hogy ezek tartalmazzik az Gsszes
egész szamot; s6t még azokat a torteket is, amelyeket redukilt alakban irva a nevezgjiilkben maga a p primszam nem
lép fel tényezsként. A befejezs feladatban az az allitas szerepelt, hogy a most emlitett tortek éppen a szakaszos p-adikus
egész szamok lesznek.

1. Ha megkiséreln6k ennek a bizonyitasat, akkor azt lathatnank, hogy p-nél kisebb nevezGjd tortek esetében a
szakaszossag viszonylag konnyen kimutathato (ezt késbb latni is fogjuk); mig p-nél nagyobb nevezs esetén a ,tobbjegy i
osztd” tulsdgosan nagy bonyodalmakhoz vezetne. Marpedig a bizonyitasbol ezeket a torteket sem hagyhatjuk ki, hiszen
ezek is szakaszos p-adikus egész szamok lesznek. Ezen a nehézségen ugy segitiink, hogy masképpen fogjuk felirni a
p-adikus egész szamokat. A p-adikus egész szamban felleps tagokat k-asaval dsszefoglaljuk, ahol k olyan nagy, hogy p*
méar nagyobb legyen a vizsgalt tort nevez§jénél. Ezzel a modszerrel az emlitett nehézséget el tudjuk keriilni. El6szor a
kitevét tetszGlegesen valasztjuk, mert az atirasnal ennek nagysigara semmiféle megszoritast nem kell tenni azonkiviil,
hogy természetes szadm legyen. Valasszunk tehat egy k tetszbleges természetes szamot és jeloljiik g-val a pk-t. Ekkor
az

A=ag+aip+ap’+...+ap" + ...

p-adikus egész szamot a kovetkezGképpen irhatjuk fel:
A=ay+adyqg+abg* +...+a,q" +...

amely felirasban:

/ k—1 / k—1
ay =ap+aip+...+ag—1p° , a1 =ak+agp1p+...+agk-1p" 7, ...,

A, = Gk 4 Qg 1D+ - A Gppgr1 PP
Az a, ,szémjegyek” itt is az alapnal — azaz ¢-nal — kisebb nemnegativ egész szamok. A kapott g-adikus egész szamot
az eredeti p-adikus egész g-adikus alakjanak fogjuk nevezni. Abbol, hogy a miiveletek soran ,késébbi szamjegyek” nem
szerepelnek | korabbi szamjegyek” elgallitasaban, belathatd, hogy a miveletek eredménye nem fiigg attol, hogy ezeket
a muveleteket a szamok p-adikus alakjdban vagy g-adikus alakjaban végezziik el.

Hatarozzuk meg most az adott a és b (kGzonséges) egész szamokhoz azt az A p-adikus egész szamot, amelyre aA = b
teljesiil. Természetesen a # 0, és azt is feltehetjiik, hogy a-nak és b-nek nincs kozos osztoja. Igy, kiindulasunk szerint p
nem osztOja a-nak. Célszerd a k természetes szamot olyan nagynak valasztani, hogy ¢ = Pk nagyobb legyen az a-ndl is
és a b-nél is. Azt mar tudjuk, hogy létezik olyan A p-adikus egész szam, amelyre aA = b, és ennek a p-adikus szdmnak
létezik g-adikus alakja:

A=xo+z1qg+ 220>+ ... +2p0q" + ...,

ahol az x; egyiitthaték a mar ismertetett médon meghatarozhaték. Ki fogjuk mutatni, hogy ezek az egyiitthatdk
valahonnan kezdve szakaszosan ismétlédnek. Ez mar bizonyitja azt is, hogy a szamjegyek ismétl6dése az eredeti (p-
adikus) felirasban is fennall; csak éppen a szakaszok hossza lesz k-szor akkora, mint a g-adikus felirdsban, és az
ismétlédés is ,,k-szor kés6bb kezdddik”, mint emitt.

Az a A = b Osszefiiggést felhasznalva az osztasi eljaras alapjan az A ¢-adikus alakjanak az egyiitthatoira a kovetkezs
Osszefiiggéseket nyerjiik:

arg—b=ryq, ari+r=r2q ..., ATy +Tn = Tn41q, - . .-

Elgszor is kimutatjuk, hogy esetiinkben a felléps r1, 72, ..., 7, ... hanyadosok mindegyike ¢-nal kisebb nemne-
gativ egész szam. Ezen allitdsunkat az indexre vonatkoz6 teljes indukciéval bizonyitjuk.

A teljes indukcids bizonyitas elss lépéseként r1 re kell bizonyitani az allitast. Mivel a és x, egyike sem negativ, és
b kisebb g-nal, ezért axy — b nagyobb, mint—q. Masrészt a és x, mindegyike kisebb ¢-nél, és b nemnegativ, amibdl az
azo — b < ¢* egyenlStlenséghez jutunk. Ezeket osszevetve az adodik, hogy —¢ < r1q < ¢°, amibdl ¢-val valé osztas
atjan azt kapjuk, hogy —1 < r; < ¢q. Mivel r; egész, ezért ebbdl valoban kovetkezik az allitas.

Az induktiv 1épés bizonyitasira, azaz a vizsgilt tulajdonsig oroklédésének a kimutatasara tegyiik fel, hogy a
0 <r, < q—1 0sszefiiggés teljesiil. Felhasznédlva a 0 < a < g—1¢és a0 <z, < g— 1 egyenlStlenségeket, az alabbi
egyenl6tlenségsorozatot nyerjiik:

0=0-0+0<a-z,+r, <(g—1)2*+(g—1)=¢q-(g—1).

Igy a0 <r,11qg <(¢g—1), amibél ¢g-val valé osztas ttjan valoban a kivant 0 < 7,41 < g — 1 egyenlStlenség adodik.

Belattuk tehat, hogy az r1, ra, ... 7, ... végtelen szamsorozatban csak a 0, 1, ..., ¢—1 értékek fordulhatnak eld.
Mivel ez véges sok lehet&ség, azért ebben a sorozatban biztosan van két kiilonb6z6 indexd elem, amelyek megegyeznek.
Azt természetesen nem tudhatjuk, hogy milyen ,messze” vannak egymastol ezek, vagy hogy mikortol kezdve 1ép fel
ismétlédés; de annyi biztos, hogy vannak megegyezd elemek. Legyen két ilyen példaul az rs, és az rs¢, ahol ¢ valamilyen
természetes szadm. Kimutatjuk, hogy ekkor mind az x,,-ek, mind az r,-ek sorozata az s-ik indext6l kezdve szakaszosan
ismétlsdik, és a szakasz hosszat ¢. (Ez esetleg tobb révidebbdl allhat.)



Mivel n > s, ezért n = i + s alakban irhat6, ahol ¢ nemnegativ egész szam. Azt allitjuk tehat, hogy minden
nemnegativ egész i-re Tstitt = Ts+i és Lstitt — Lg4i-

Az i-re vonatkozo teljes indukcioval fogjuk bizonyitani, hogy rsi;+¢ = sy Bizonyitas kbzben azonban az x,-ekre
vonatkozé allitas is adodik. Az i = 0 esetben az rsyy = 75, allitdshoz jutunk, amely az s és t megvélasztasa folytan
fennall. Az induktiv lépés bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy valamely i-re rs;1+ = = rs4i. Az aA = b felirasbol kapott
Osszefiiggés szerint:

ATs iyt + Tstitt = Tspitlit " q €8 ATsii +Tsgi = Tspit1 - G

A két egyenl@séget kivonva és az indukcios feltételt felhasznalva az

W Tspivt — Tsti) = (Tstit14t — Tstit1)q

egyenl@séghez jutunk. Itt a jobb oldalon szerepel a g tényezd; s ezért g osztdja a bal oldalnak is. Mivel csak olyan a-kat
tekintettiink, amelyek nem oszthatok p-vel, ezért a-nak a ¢ = p-nal sincs kdzos osztoja. Igy q osztoja lesz a bal oldali
maésik tényezének, az xs4;41 — Tsy; kiilonbségnek. Figyelembe véve, hogy ennek a kiilonbségnek a tagjai kisebbek a
g-nal és nem negativak, ezért a kiilonbségiik, —¢-nél nagyobb és ¢g-nal kisebb lesz. Ebben a szamkozben viszont csak
egyetlen g-val oszthat6 szam van, nevezetesen 0. Ezzel kimutattuk, hogy xs4i1+ = xs+:. Ezt felhasznalva az el6bb felirt
egyenldség jobb oldalara is 0 adodik. Mivel a jobb oldalon felléps g tényezd 0-tél kiilonbozik, ezért a masik tényezs
lesz egyenls 0-val, vagyis rs4iy14+¢ = Tsyit+1- Bzzel az allitast bebizonyitottuk.

Belattuk tehat azt, hogy rsyi++ = 7s4; fenndll minden nemnegativ i egész szamra. Masrészt a teljes indukcios
lépés soran azt is bizonyitottuk, hogy az rsi;4+ = rsy; Osszefliggésbsl kovetkezik az g4 i1t = X544 egyenlség is.
Végeredményben tehat ez az egyenlGség is teljeslil minden nemnegativ ¢ egész szdmra. Ezzel bizonyitast nyert az is,
hogy A szakaszos p-adikus szam.

2. Most azt fogjuk bizonyitani, hogy ha egy p-adikus egész szam szakaszos, akkor racionélis szam lesz. Ehhez azt kell
kimutatni, hogy egy alkalmas (kozonséges) egész szammal megszorozva ismét egy (k6zonséges) egész szamot nyeriink.
Legyen

c=ag+a1p+ ...—|—ak,1pk_1

az A p-adikus egész szdmban a szakasz el6tti rész és
b=0bo+bip+...4+b,_1p"?
a szakasz. Ekkor a A p-adikus egész szamot felirhatjuk az
A=c+p" b-Q4+p"+p™+..)

alakban. Most mar tulajdonképpen csak az 1 + p™ + p?" + ... p-adikus egész szamot kell a kivant alakban felirni.
Azonnal lathato, hogy

(I+p+. +p" HA+p"+p™+..)=1+p+p*+...
Ha ezt a p-adikus egész szdmot (p — 1)-gyel szorozzuk, akkor ahhoz a p-adikus egész szamhoz jutunk, amelynek

mindegyik jegye (p — 1). Ha marmost ehhez 1-et adunk, akkor — ugyanigy, mint a 10-adikus szamok esetében — éppen
0-t kapunk. Tehat a v, = (p—1)(1+p+... + p"_l) jeloléssel eredményiinket a kévetkez6képpen fogalmazhatjuk:

L+o,(l4+p"+p*+...)=0,
illetve
vn'A:vn'c—b~pk,

ahol mind v, mind az v = v,c — bp" egész szamok. (S6t még az is lathato, hogy a v, primtényezés felbontasaban
nem szerepelhet a p.) Ezzel nemcsak bizonyitottuk az allitast, hanem olyan eljarast adtunk, amelynek a segitségével
a tortalakot fel is irhatjuk.

Példaképpen nézziikk meg a cikk I. része feladatabol a specilis esetet. (Igaz, hogy ezek 10-adikus egész szamok, de
a fenti eredmények alkalmazhatok, mert 11-nek és 3-nak nem osztoja sem a 2, sem az 5.) A ...2727273 tort esetében
a szakasz el6tti szam ¢ = 3 és a szakasz b = 27. A fenti jelolést hasznalva, k = 1 és n = 2, amibél v, = 9-11 = 99. Igy

99'A:99~3—27-10:27,azaZA:%.AmasikszamnalB:...33337;ittc:7,b:3,k:n:1,ésvn:9.

11
Ebb6l 9B = 63 — 30 = 33, azaz B = 3 Méarmost ebbdl egyrészt 114 = 3, 3B = 11, masrésst AB = 1 (amint a cikk
els6 részében méas uton lattuk).
A feladat végén felvetett kérdésekre is valaszolhatunk.

Haaz A =x9+x1 -5+ x2- 52 + ... felirast tekintjiik, ahol 34 = 1, akkor — a targyalt médon meghatarozva az z,, és
ry, szamokat — a kovetkezdket kapjuk:

3xg — 1 = brg; amibbl xg =2 ésrg =1,

3x14+1=>5r1, amib6l x1 = 3 és r; = 2,

322 4+ 2 = 5ry, amib6l o0 =1 és ro = 1.



Mivel 79 = 7, ezért A=2+3-5+1-5%+..., ahol az als6 kapoccsal megjeldlt rész a szakasz.
—_——
A masik feladatban legyen 13 - B = 1, ahol B egy 5-adikus egész szam. Mivel 13 nagyobb 5-nél, de kisebb 25-nél,
ezért B-t a B = xg 4+ 21 - 25 + x5 - 25% + ... alakban célszerd felirni. Most:
1329 — 1 = 25rp, amib6l zg = 2 ésrg =1,
1321 4+ 1 = 25ry, amib6l z1 =23 és r; = 12,
13z9 + 12 = 25719, amibsl zo = 1 és ro = 1.

Megint ismétlédés lépett fel, és igy B = 2+ 23 -25 4+ 1252 + ..., illetve B-t 5-adikus alakba visszairva B =
240-54+3-524+4-5°4+1-5*4+0-5° 4. .., ahol a megjeldlt rész a szakasz. (Lathato, hogy a szakasz mar egy jeggyel

el6bb kezdddik; de ez a 25-adikus felirasnal természetesen nem deriilhetett ki.)

3. Térjiink most vissza a p-adikus egész szamok kozotti osztasra. Lattuk azt, hogy ezek korében a p természetes
szammal (és ennek tobbszoroseivel) nem lehet osztani. Ha ezen segiteni szeretnénk, akkor ki kellene béviteniink a
p-adikus egész szamok korét. Tekintetbe kellene venni minden p-adikus egész szdmmal egyiitt annak ,,p-edrészét”,
P -edrészét” és igy tovabb. Formalisan igy

a_yp " 4. Ha_ip tHagtap+.. Fap"+ ...

alaku ,szdmok™hoz jutunk. Ki lehet mutatni, hogy ezeknek a koérében valéban elvégezheté mind a négy alapmivelet
(persze 0-val itt sem lehet osztani); és a miveletek elvégzése ugy torténik, ahogy azt ,varjuk is”. Ezeket a szamokat
p-adikus tortszamoknak, vagy roviden p-adikus szdmoknak nevezik.

4. A p-adikus szamokrol beszélve, ill¢ tudni, hogy bevezetésiik Kirschdk Jozsefnek, a nagy magyar matemati-
kusnak a nevéhez fliz6dik. A p-adikus szamok fontos szerepet jatszanak a ,fels6bb” matematikaban. Ezek a szamok
bizonyos értelemben hasonloképpen szirmaztathatok, mint a valés szamok. (Ennek a targyalasa azonban még az egye-
temi altaldnos matematikai képzésben sem szerepel; csupan specialis el6adasok keretei kozott szoktak targyalni.) Mas
vonatkozasban is kapcsolatban allnak ezek a szdmok a valés szamokkal. Nevezetesen mind a valds szdmok, mind a
p-adikus szamok tartalmazzak a raciondalis szdmokat. Ezt figyelembe véve, természetesen meriil fel az a kérdés, hogy
vajon a p-adikus szamok ninesenek-e ott a valos szamok kozott; vagy esetleg forditva, nem lehetséges-e az, hogy a
p-adikus szamok tartalmazzak az 6sszes valos szamot. Ki fogjuk mutatni, hogy sem ez nem &ll fenn, sem az; mégpedig
tetszbleges p primszam esetében sem.

El6szor azt mutatjuk ki, hogy a p-adikus szamok nem lehetnek ott a valés szdmok kozott; vagyis minden p-hez
talalhato olyan p-adikus szam, amely nem lehet valos. Tudjuk, hogy egy valés szamnak a négyzete nem lehet negativ.
Eppen ezért elég annak a bizonyitasa, hogy minden p primszamhoz talalhaté olyan p-adikus szam, amelyik negativ és
egy p-adikus szdmnak a négyzete.

A fenti 4llitas bizonyitasa paratlan primszamokra egységesen torténhet. Azt fogjuk kimutatni, hogy az (1 — p)
szam egy alkalmas p-adikus egész szamnak a négyzete. (Természetesen (1 — p) minden egyes primre mas és mas, de
mindig az (1 — p)-re lesz sziikségiink.) Err6l a szamrol tudjuk, hogy negativ egész szam, hiszen p nagyobb 1-nél. Az
(1 — p) szamot p-adikus egész szamként olyan alakban irhatjuk fel, ahol az els¢ szamjegy 1, a tobbi pedig (p — 1).
(Annak megfelelen, hogy (p — 1)-et ,szamlalunk vissza” a szdmologépen.) Altalanosabban, azt fogjuk bizonyitani,
hogy tetszéleges

B=1+bp+bop*+...4+b.p" +...

alaku p-adikus egész szam egy alkalmas
A=14+ap+ap’+...+ap™ + ...

alaku p-adikus egész szamnak a négyzete. Tulajdonképpen csak azt kell bizonyitani, hogy az A szamjegyeit egymas utan
meghatarozhatjuk gy, hogy az A? = B egyenléség fennalljon. Ehhez— szokasos jeloléseinkkel — az alabbi egyenleteket
kell rendre megoldani:

2a1 = b1 +r1p,

2as + a} + 11 = by + rap,

2a3 + 2a1a2 + r2 = b3 + r3p,

2a4 + 2a1a3 + a% + 73 = by + r4p,

Latjuk, hogy minden egyes egyenlet 2a = ¢ + rp alakd, ahol ¢ mar ismert szam, és olyan a-t kell keresniink, amely
nemnegativ és kisebb p-nél. Azt pedig mar a cikk I. részében lattuk, hogy ez megoldhato, mert 2 < p.

Nézziik most a p = 2 esetet. (A 2-adikus szamokat diadikus szdmoknak nevezik.) Most azt fogjuk bebizonyitani,
hogy (—7) egy alkalmas A diadikus egész szam négyzete; amelyre tehat A? + 7 = 0 teljesiil. Az A egyiitthatoi helyett
kényelmesebb a ,részletdsszegeket” meghatarozni, vagyis az

A=ag+a124+ a2’ +...+a,2" + ...



szam esetében sem az ag, ai, ..., an, ...szamokat, hanem a Ay = ag, A1 = ap+a12, As = ag+a12+a22%,..., A, =
ao 4+ a12 + as2? + ... +a,2", ... szamokat.

Ezekre a szamokra nyilvan igaz, hogy A, 1 — An, vagy 0, vagy 2", aszerint, hogy a,41 = 0, vagy an4+1 = 1. Ha
az Ay, szamokat igy adjuk meg, akkor az a,, 1 = 2_"_1(An+1 — A,,) szamokkal elkészithetjiik a fenti diadikus egészet.
(Hiszen az a,, szamok mindegyike 0 vagy 1 lesz.) Az is vilagos, hogy ha A2 +7 mindig oszthat6 2" -gyel, akkor A% 47
mindegyik jegye 0 lesz; aminek a bizonyitasat éppen célul tiztiik ki.

Mivel kéttagtiak négyzeténél a tagok kétszeres szorzata is fellép, ezért a diadikus egészek korében a négyzetre
emelésnél bizonyos nehézség lép fel (amit tapasztalhatunk, ha a fenti bizonyitast minden modositas nélkiil megprobaljuk
végrehajtani). A nehézséget gy tudjuk elkeriilni, hogy azt bizonyitjuk be, hogy A% 4 7 oszthaté 2"+ 2-vel. Ha n = 0,
akkor legyen Ag = a9 = 1; A% +7=1+7=2% n =1 esetében legyen a; = 0, azaz A; = Ag = 1; most is A? +7 = 23,
ami tényleg oszthato 21 T2-vel. Tegyiik most fel, hogy valamilyen pozitiv n egész szamra mar fennall az Ai—i—? = 2" T2,
dsszefiiggés. Ha r,, paros, akkor legyen a,1 = 0, azaz A, 11 = A,. Az r,, = 2rp,4q jelléssel A2, | +7 = ot N+2
és igy az 4llitas (n + 1) esetén is teljesiil. Ha r,, paratlan, akkor legyen a, 1 = 1. Ekkor A, 11 = A, + 2", és igy

A2 4+ T=(Ap +2"T)? 4 7= (A2 +7) + 27124, + 272 = (r, + A,)2" T2 + 22712,
Azt szeretnénk belatni, hogy a jobb oldali Gsszeg oszthato 2" 3-mal. Az els6 tagra ez azért igaz, mert mind r,, mind
A, paratlan. A méasodik tag esetében pedig azt kell bizonyitani, hogy 2n + 2 > n + 3, azaz hogy n > 1, ami feltétel
szerint igaz. Ezzel a teljes indukcids bizonyitast befejeztiik, a kérdéses tulajdonsiaga tehat a diadikus szdmoknak is
megvar.

5. Most bizonyitjuk a forditott allitast, azaz azt, hogy minden p primszamhoz taldlhato olyan valos szam, amely
nincs a p-adikus szamok kozott. Ezt is a ,négyzetgyokvonas” segitségével mutatjuk ki. Tudjuk, hogy minden p (pozitiv)
primszamhoz talalhaté olyan valés szam, amelynek a négyzete p. Bebizonyitjuk, hogy ilyen szam a p-adikus szdmok
kozott viszont nincs.

Ertelmezziik az els6 részben definialt ¢ fiiggvényt a p-adikus racionélisokra is, a kovetkezéképpen: ha

A=a_p "+ ... 4a_ip t+a+ap+ap’+...+anp* +...,

ahol a_,. # 0, akkor legyen p(A) = p". Itt is azonnal belathato, hogy

p(AB) = ¢(4) - (B)

Ennek alapjan tetszGleges A p-adikus szam mellett o(A?) = (p(A))?; azaz ©(A?) a p primnek egy paros kitevéji
hatvanya. Mivel, masrészrol ¢(p) = p~! nem paros kitevsji hatvanya p-nek, ezért p nem lehet egy p-adikus szam
négyzete.

6. Belattuk tehat, hogy a p-adikus szamok masféle szamok, mint a valos szamok. Azt is ki lehet mutatni, hogy ezek
a szamfajtak” kiillonbozd primszamokat véve kiindulasul, ugyancsak kiilonbo6z6ek lesznek. Precizebben szolva: ha p és
q kiilonbo6z6 primszamok, akkor mindig létezik olyan p-adikus szdm, amely nem lehet ott a g-adikus szamok kozott.

Olyan szamkort épitettiink fel, amely a szemléletes szamfogalomtol egészen téavol esik. A felépitésnél — a szamok
welkészitésénél” — az analogiak vezettek minket. Sok minden furcsa dolgot tapasztaltunk e szamkorben. A furcsasdgokon
til e szamoknak mas hasznuk is van, példaul az absztrakt algebranak tobb agéban is felhasznaljak Gket.

Azok kedvéért, akik ismerik a komplex szamokat, megemlitjiik, hogy a komplex szamok k6zé mar ,elhelyezhet6k” a
p-adikus szamok. Azt azonban, hogy — akir rogzitett p esetében is — egy-egy p-adikus szamnak melyik komplex szam
felel meg”, nem lehet tudni, mert a p-adikus szamokat tobbféleképpen is megtalalhatjuk a komplex szamok kozott.
Ennek ellenére nem lehet a p-adikus szdmokat gy elGallitani, hogy bizonyos komplex szdmokat tekintiink, mert a
tobbféle lehetGség koziil egyet sem tudunk konkrétan megadni.

Feladatok
1 1
1. Paratlan p primszam esetén irjuk fel a (—5)—et és a (+§>—et, mint p-adikus egészeket.

2. Hatarozzuk meg, hogy mely szamokat lehet p-adikus szamként tiszta szakaszos alakban felirni.
3. Bizonyitsuk be, hogy van olyan 5-adikus szam, amelynek a négyzete —1.

4. Bizonyitsuk be, hogy van olyan p primszam, amelyhez talalhato olyan p-adikus egész, amelynek a negyedik
hatvanya —1. Hatarozzuk meg a legkisebb ilyen primet.

5. Legyen f(z) tetszbleges egész egylitthatos polinom és a egy tetszbleges egész. Tegyiik fel tovabba, hogy van
olyan p primszam, amely oszt6ja az f(a)-nak, de nem osztéja az f(a)-nak az f’'(a) —nak (f'(z) szokas szerint az f(z)
polinom derivaltjat jeloli). Bizonyitsuk be, hogy ekkor az f(z) polinomnak van gytke a p-adikus egészek korében.

6. Igaz-e a fenti allitas megforditasa: Ha az f(x) egész egyiitthatos polinomnak van gyoke a p-adikus egész szamok
korében, akkor van olyan a egész szam, amelyre f(a) oszthat6 p-vel, de f'(a) nem oszthato p-vel.

7. Bizonyitsuk be, hogy tetszGleges p paratlan primszamra igaz az alabbi allitas:



Ha van olyan egész szam, amelynek a négyzete p-vel osztva ap-t ad maradékul, akkor 1étezik olyan B p-adikus
szam, amelynek négyzete

A=ag+ap+ap’+...+ap" +... (pozitiv ag — ra).

8. Legyen p paratlan primszam és ¢ tetsz6leges primszam. Bizonyitsuk be, hogy p # ¢ esetén (p + q)q négyzete egy
p-adikus szadmnak, de nem lehet négyzete egyetlen g-adikus szadmnak sem.

9. Ha A olyan diadikus szam, amelyre p(A) = 27!, akkor létezik olyan B diadikus szam, amelyre B> = A.

10. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges p paratlan primszamra p®(p + 2) nem lehet kobe egyetlen p-adikus szamnak
sem, de kobe lesz egy alkalmas diadikus szdmnak.

11. Legyen p és g két kiilénb6z6 primszam. Bizonyitsuk be, hogy van olyan p-adikus szam, amely nem lehet a
g-adikus szdmok kozott.

A feladatokra bekiildott megoldasokat elfogadunk.



