Furcsa dolog végtelen egész szamokrol beszélni. A szamok korében elSfordul ugyan a végtelen fogalma, amikor
végtelen tizedestortekrsl beszéliink. Az egész szamok azonban ugy tiikréz6dnek benniink, hogy veliikk kapcsolatban
teljesen elképzelhetetlen ,, végtelenség’-rél beszélni. Természetesen nem azt értjiik ezen, hogy csak véges sok egész szam
volna, mert tudjuk, hogy ezek végtelen sokan vannak. Az azonban szemléletiinktdl nagyon tévol esik, hogy egyetlen
egész szamot ,,végtelen™nek tekinthetiink.

Ennek ellenére itt mégis ilyesmirdl lesz sz6. S6t mi tSbb, ha egy kicsit visszalapozunk e folyoirat el6z6 szamaiba,
akkor ezt nem is fogjuk olyan nagyon meglepének tartani. Egy cikksorozatban a polinomokrdl és a végtelen polino-
mokrol volt sz6. Az is nehezen elképzelhetd volt els§ hallasra, hogy a polinomokhoz hasonléan végtelen polinomokrol
beszéljiink, mégis lehetségesnek bizonyult. Még azt is hozzatehetjiik, hogy ott a ,,végtelen”-t nem az analizisben hasz-
nalt segédeszkozokkel , fogtuk meg”, hanem teljesen algebrai, ,,formélis” modon. Ugyanigy, ahogyan a polinomoktol
eljutottunk a végtelen polinomokhoz, az egész szdmoktdl is el lehet jutni a végtelen egész szamokhoz.

A végtelen polinom fogalméanak kialakitasaban a kovetkezd utat kovettiik. Barmely polinomban az ,,z” hatarozatlan
csak véges sok kitevovel szerepel. Miutan kitevének megengedtiink barmely nemnegativ egészet, kaptuk a végtelen
polinomokat. Azt hasznaltuk tehat ki, hogy a polinom egyetlen ,,valami” hatvanyaibol keletkezik, szdmmal valé szorzas
és Osszeadés alkalmazasaval.

Ilyesféle felirdsa a pozitiv egész szamoknak is van, gondoljunk a szamok 10-alapt szamrendszerbeli felirasara.
Céljainknak azonban megfelel6bb lesz, ha nem kotjiik magunkat a tizes szamrendszerhez. Amit elGszor mondunk el, az
korlatozas nélkiil igaz lesz barmilyen alapt szamrendszerre; a tovabbiak. pedig — tobbek kozott — a tizes szdmrendszerre
nem lesznek érvényesek.

1. Induljunk ki hat egy tetsz6leges ¢g alapt szamrendszerbdl (ahol g az 1-nél nagyobb egész szam). Mint ismeretes,
minden N nemnegativ egész szam egyértelmiien felirhato

N =ag+ a1g+ azg* + ... + arg”

alakban, ahol az ag, ai,..., ax szamok nemnegativ egészek és mindegyikiik kisebb g-nél; tovabba az ai kiilonbozik
0-tol. Az egyértelmiség azt jelenti, hogy a k-t is és az ag, ai,..., ax szamokat is az N egyértelmiien meghatarozza.

Egy kis ,,haladast” jelent a végtelen egész szamok irdnyaban az, ha megengedjiik azt is, hogy ax = 0 legyen, lemondva
ezaltal a ,teljes” egyértelmiségrsl. Ezt az engedményt akkor is megtessziik példaul, amikor nem tudjuk, hogy egy szam
pontosan hany jegyd, csak annyit, hogy legfeljebb hany jegye van. Ilyen feliras mellett a tizes szdmrendszerbeli 537 és
00537 szamok — bar alakilag kiilonbozdk — értékben megegyeznek. Ennél a felirasnal az egyértelmiség csak annyiban
modosul, hogy ha az NV szamnak a g-alapt szamrendszerben vett kétféle felirdsat tekintjiik, akkor a ,,szdmjegyek” vagy
megegyeznek, vagy bizonyos ,helyi értékd” szamjegy az egyikben nem szerepel, mig a masikban ezen a helyen a 0
szamjegy All.

Az egyértelmiiség ,, hianyat” megsziintethetjiik azaltal, hogy a szdmok felirasanal nem allunk meg ott, ahol a szam
,befejez6dik”, hanem tovabb irjuk a szamjegyeket, de ett6l kezdve mar csak a 0 szerepel szamjegyként. Ezzel tulaj-
donképpen mar el is jutottunk a ,végtelen egész szamok’hoz, csak itt a szamjegyek agy vannak korlatozva, hogy
valahonnan kezdve mindig csak a 0-t engedjiik meg. Ha ezt a feltételt elejtjiik, mar el is jutottunk a végtelen egész
szamokhoz. Mar most megjegyezziik, hogy mas-més ,fajta” végtelen egész szamokat kapunk attol fiiggen, hogy mit
valasztunk a szamrendszer alapszamaul.

A g-alapi szamrendszerben felirt végtelen egész szammnak vagy roviden g-adikus egész szamnak nevezik az

A=ag+a1g+asg>+...+ang" +...

végtelen kifejezést, ahol az a; nemnegativ egészek mind kisebbek g-nél.

Ezzel a formalis értelmezéssel természetesen még nem mentiink sokra. El§szor is meg kell mondani azt, hogy hogyan
végezziik e szdmokkal a miiveleteket; masodszor pedig azt kell megnézni, hogy ezutan e szdmok kozott megtalaljuk-e
az eredeti egész szamokat (éppen ugy, ahogy a végtelen polinomok k6z6tt is ott voltak az ,igazi” polinomok).

2. Hogyan ,,célszerd” végezni az 0sszeadast? Célszertiségen azt értjiik, hogy ha a szdmokban valahonnan kezdve
minden egyiitthat6 0, akkor ugyanez legyen az Osszeg, mint ha ,igazi” szdmokat adnank Ossze. A g-adikus szdmok
Osszeadasat annak alapjan értelmezziik tehat, ahogyan azt a g-alapu szadmrendszerben elvégezziik; vagyis ,,az éppen
tekintetbe vett helyen” az egymas alatt allé6 szamjegyeket Gsszeadjuk, ennek utols6é szidmjegyét leirjuk, a ,,maradékot”
hozzdadjuk az el6z6 oszlophoz, s ezt az eljarast folytatjuk, amig véget nem ér — mert az ,igazi” szamok korében
biztosan véget ér. Esetiinkben az eljaras természetesen — altaldban — nem érhet véget; de azért az Gsszeg ,,egyilitthatoit”
megadhatjuk abban az értelemben, hogy ,,rekurziven” megmondjuk ket egymas utan.

Feladatunk tehat az adott

A=ay+a1g+...+apg"+... é B=by+big+...+bg"+...

g-adikus szdmokhoz annak a
C=cot+crig+...+cag" +...

g-adikus szamnak a meghatarozasa, amelyre A + B = C legyen. Mivel azt akarjuk, hogy ag + by ,,utolsé jegye” ¢q -val
egyezzék meg, ezért ¢ -t az ag+bo Osszeg g-vel valo osztasi maradékaként értelmezziik, azaz ag+by = r1g+co. (Erdekes,



hogy a matematikai elnevezésekben is rejlenek ellentmondasok; hiszen ami itt a ,hdnyados”, azt az dsszeadasnal éppen
ugy idézik, hogy ,,marad r; ”.) A tovabbiaknal mar az el6z6 maradékos osztéas hanyadosat is tekintetbe kell venni; azaz
c1 és 9 az ay + by + 11 = rog + 1 Osszefiiggésbol adodik. Altalaban rekurzive a kovetkezst kapjuk: Ha r; mar ismert,
akkor 7,11 és ¢; az a; +b; +1; = rip19+ ¢, 0 S ¢ < g Osszefiiggesbdl adodik. Ez az értelmezés az r1 t és co-t is
szolgaltatja, ha ,kezdeti feltételként” azt mondjuk, hogy legyen rg = 0.

Konnyen belathato, hogy amennyiben mind az A-ban, mind a B-ben valahonnan kezdve 0 all, akkor az Osszegiik
is ilyen lesz; tovabba az A + B = C Osszefiiggés e szamokra mint g-alapa szamrendszerben felirt szamokra fenn fog
allni. Ennek a figyelembevételével konnyen belathato, hogy az Gsszeadas a g-adikus egészek korében is kommutativ
és asszociativ. (Nem a bizonyitdst mondjuk el, amely — a maga teljes precizségében — kellemetleniil hosszadalmas és
aprolékos, csupan azt a gondolatot, amelynek alapjan a bizonyitas elvégezhetd.)

Hagyjuk el A-ban is és B-ben is valahonnan kezdve a jegyeket (azaz irjunk helyiikbe 0-t). E két szamot a két
lehetséges sorrendben Gsszeadva az A + B, illetve a B + A ,elejét” kapjuk; hiszen a , kés6bbi jegyek nem hatnak az
el6z6ekre”. Mivel az igy kapott szamok ,igazi” egész szamok, ezért az Osszeadas koriikben kommutativ. Ez azt jelenti,
hogy az A+ B és a B+ A eleje — akdrmilyen messze megyiink is el — mindig megegyezik, amibdl pedig azonnal kovetkezik
az A+ B = B + A egyenlgség. (Formailag azonnal belathattuk volna a kommutativitast, hiszen a; + b; = b; + a;; de
a fenti meggondolés olyan mélyen mutat ra az 6sszefiiggésekre, hegy segitségével mas esetekben is azonnal eldonthetd
valamely Osszefliggés fennallasa.) Ugyanigy gondolhatéd végig az asszociativités is.

3. Mar az 0sszeadas értelmezése utan is igen kiilonos jelenségeket tapasztalhatunk e szamok korében. Képzeljiik el
szamainkat, most egyszertiség kedvéért tizes alappal, egy ,,végtelen mérgéraban” felirva. Tekintsiink egy ilyen ,asztali
végtelen. szamologépet” és induljunk ki a csupa 0 ,,allasbol”. A szamlalokar minden egyes fordulata utan a jelzett szam
1-gyel ng, a gép egymas utan szolgaltatja a természetes szdmokat. Itt valdjaban az torténik, hogy tizes szdmrendszerben
felirva egymas utan mindig 1-et adunk a mar felirt szimhoz. Mi t6rténik azonban akkor, ha visszafelé kezdiink el 1-
esével forgatni? Akik méar talalkoztak ilyen géppel, tapasztalhattak, hogy ilyenkor a csupa 0 &llas utan a szamologép
csonget és csupa 9-es jelenik meg. A csengetés azt jelzi, hogy ,,valahol mar nem tudja mérni a gép a szamjegyben beéllt
valtozast”. A mi gépilink azonban végtelen és ezért akarmilyen messze elmehetiink. Més szoval a csupa 9-esbél allo
10-adikus szam éppen 0 — 1, azaz —1, Valoban, ha ehhez hozzaadunk 1-et — a fenti értelmezésnek megfelelGen —, akkor
éppen a 0-t kapjuk. Hasonloképpen éllithato elé rendre ,egyre tovabb forgatva a kart visszafelé”, minden negativ egész
szam is. A miveleti azonossagok biztositjak, hogy ezek korében az Gsszeadéds ugyanugy végezhetd el, mint ha ki sem
léptiink volna az egész szamok korébdl. (Egyébként ezért is mondunk g-adikus egészeket és nem g-adikus természetes
szamokat.)

Az el6z6ek altalanosabban is érvényesek, azaz a g-adikus egészek korében mindig elvégezhets a kivonas. Ennek a
bizonyitasa ugy torténhet, hogy rekurziv médon meghatarozzuk a kiilonbség egyiitthatoit. Ezt annak alapjan tehetjiik,
ahogy a szamok korében a kivondst végezziik; itt a ,,végtelenség” biztositja, hogy mindig van kovetkezs jegy, amit
»kisebb egységekre valthatunk”.

Példaképpen végezziik el az alabbi kivonést:

...35235235247
—...21132113218

(A szamokat 10-adikus szamoknak tekintjiik, de a szokasos iranyban irjuk fel ket. Az el6l all6 pontokkal azt kivanjuk
jelezni, hogy az els6ben jobbrol bal felé a 2, 5, 3, a masodikban az 1, 2, 3, 1 szamjegycsoport ismétlgdik.) Az
utolso6 két jegybdol allo szamok kiilonbsége 29. Mivel 12 jegyenként mindkét szakasz ismétlgdik, ezért a kiilonbségben a
352352352352—113211321132 = 239141031220 szamjegycsoport fog ismétlddni. A kiilonbség tehat . .. 239141031220 29.

szakasz

A fenti 10-adikus szamokat kénnyen megadhattuk azzal, hogy mindegyikben szakaszosan ismétlédnek a jegyek.
Altalaban ez nincs igy, nincs mindig valamiféle ,kénnyt” eljaras, amely a szamjegyeket szolgaltatna. Ezen nem kell
meglepddni, hiszen az ,igazi” szdmok koérében is, pl. V2 vagy 7 tizedes jegyeinek meghatarozasara nincs egyszerd
eljaréas.

4. Térjiink most ra a g-adikus egészek szorzasara. Az az eljaras, amit a szamok szorzasénél végziink, nem hozhato
&t ide minden tovabbi nélkiil. Ugyanis itt ,,végtelen tagt Osszeg’ keletkezne, amelyet itt sem tudunk meghatarozni.
Azaz, mégis meghatarozhatjuk, mert ,,egy-egy oszlopban” mindig csak véges sok tagot kellene 6sszeadni. Lényegében
ezt is fogjuk tenni; csak egy kicsit ,,el6bbre” megyiink vissza. A szorzasnak az ismert alakban valé elvégezhetGsége a
disztributivitason mulik. Mi is agy fogjuk értelmezni a szorzast, mintha a disztributivitas igaz volna. (Azért irtuk azt,
hogy ,,volna”, mert egyelére nem tudhatjuk, hogy a fentiek szemmel tartasa esetén mindig igaz-e; majd belatjuk, hogy
valoban igaz.) Tekintsiik a fentebbi A és B g-adikus szamokat; s egy olyan

D=dy+dig+dog’>+...+dpg" + ...

g-adikus szamot akarunk meghatarozni, amelyet az A és B szorzatanak nevezhetiink. Arra kell vigyazni, hogy amennyi-
ben A és B igazi szamok, akkor D is az legyen, és D = AB-nek is fenn kell dllnia. Ugyantgy, mint az 6sszeadasnal; a
szorzasndl is ra lehet jonni a rekurziv definiciéra.

A szorzat utolsé jegye agbg utolso jegye lesz, azaz agby = s1g+ dg, ahol dy az utolso jegy. A , hatulrol” masodik jegy
meghatarozasanal mar a dp-ra nincs szilikségiink, csak a szorzat s; hanyadosara, és - természetesen - a tényez6k masodik



jegyeire. Igy ag+a1g és bo+b1g szorzata do+ (s1+aob1 +a1bg)g+a1b1g? lesz. E szorzatban az utolsé jegy természetesen
dy, mig a kovetkezd jegyet a g mellett allo tényezének g-vel vald osztasi maradéka adja: agby + a1bg + s1 = s29 + d;.-
igy tovabbmenve lathato, hogy a do-t az agbs + a1b1 + a2bp + s2 = ssg + do Osszefliggésbol hatarozhatjuk meg, és igy
tovabb. Megjegyezziik még, hogy a dyp meghatarozasanal a hal oldalt agby + s alakba irhatjuk, ahol sy persze 0. Ez
csak, azért célszert, mert igy egyontetiibb definiciot kapunk. Altalaban tehat az alabbi médon hatarozhatjuk meg a
szorzat jegyeit.

Legyen So = 0, és tegyuk fel, hOgy S; mar értelmezve van. Ekkor a kl = aobi—kalbi,l +a2b1‘,2—|—. . .—|—ai,1b1—|—aib0—|—si
szamot g-vel osztva a kapott maradék lesz d;, a hanyados pedig s;41; azaz k; = s;+19 + d;.-

Mivel a maradékos osztads maradéka mindig g-nél kisebb nemnegativ egész, ezért valéban egy g-adikus egészet
kaptunk. Tekintettel arra, hogy a disztributivitas a szamok szorzésara igaz, ezért olyan definiciot adtunk, amely
szamok esetében valoban a szorzatukat szolgaltatja. Az Osszeadasnal mondottak alapjan ebbdl kovetkezik, hogy itt
is igazak a szamok korében megismert azonossagok; azaz a szorzds kommutativitdsa és asszociativitasa, tovabba a
disztributivitas is.

Példaképpen szorozzuk Ossze a ...2727273 és a ...33337 10-adikus szamokat, mintha tizes szdmrendszerben felirt
szamok volnanak. (A pontok itt is ismétlGdést jelentenek, természetesen a ,részletszorzatokban” is.)

273 x ...333333T7
911

19
9

O = 00 = 00 = O
© = 0 = 0 O
© = 00 = O

© = 0o O

o

000O0O0T1

Lathato, hogy az eljarast akirmeddig folytatjuk, mindig a 0 szamjegyet kapjuk; mert az egy oszlopban &ll6 szam-
jegyek Osszege valtakozva vagy 10-zel (9 + 1-gyel) nagyobb a jobbra utana levs oszlopban allo szamjegyek Osszegénél,
vagy 1-gyel kisebb annal (9-cel cstkken és 8-cal né), ennek megfelelGen a kévetkezs oszlophoz ,,hozzdadandd maradék”
az elsd esetben 1-gyel novekszik, mig a masodik esetben nem valtozik.

Erdekes, hogy e két szam szorzata tehat 1. Az egész szamok korében ez csak tgy volna lehetséges, ha a két
Osszeszorzott szam megegyezne és vagy 1-gyel vagy (—1)-gyel volnanak egyenlgk. A tovabbiakban majd latunk hasonld
példakat; és a cikk végén talalhato feladat ravilagit arra hogy a fenti esetben miért kell a szorzatnak 1-gyel megegyeznie.

Kovetkezs példank sem igaz az ,,igazi” szamok korében. Két olyan 10-adikus szadmot fogunk megadni, amelyeknek
a szorzata 0, anélkiil, hogy barmelyikiik is 0 volna. (Nem a jegyeiket adjuk meg konkrétan, mert ha e szamok vala-
hol ,,véget érnének”, akkor két igazi szamot kapnank. Csupén azt fogjuk belatni, hogy a szamok jegyeit ,,meg lehet
hatarozni”.)

Olyan A és B 10-adikus szamokat szeretnénk tehat megadni, amelyekre AB =D =0, azaz dg =dy = ... =d, =
... = 0. Ez azt jelenti, hogy az a; és b; szamokat agy kell meghatarozni, hogy a fenti k; szdmok mindig 10-zel oszthatok
legyenek. sg = 0 alapjan ko = apbg. Mivel ag és by mindegyike 10-nél kisebb kell hogy legyen, azért megfelel ag = 2 és
bg = 5, amikor is s; = 1. Most:

kl = a,obl + a1b0 + 81 = 2b1 + 5&1 + 1.

Itt a1 = 1 és by = 2 valasztés mellett k1 = 10; amibdl d; = 0, s = 1. Ekkor
ko = agbs + a1by + asbg + so = 2bs + 2+ 5as + 1 = 2by + Sag + 3.

Itt valaszthatd as = 3 és by = 6, amely esetben ko = 30 és s3 = 3 lesz.
Altaladban, ha az ag, a1, ...,a;—1 és by, b1, ..., b;_1 mar meg vannak valasztva, akkor (feltéve, hogy ap = 2 és by = 5)
a
k; = 2b; + ba; + n;, n; =a1b—1+...+a;-1b1 + s

Osszefiiggéshez jutunk, ahol n; egy — mar meghatarozott — természetes szam. Marmost n;-t 10-zel osztva az n; = 10p;+g¢;
alakhoz jutunk. Legyen a; = ¢; és b; = 2q; vagy b; = 2¢q; — 10 (aszerint, hogy ¢; kisebb-e 5-nél vagy sem), ekkor
ki = 10(p; + qi) vagy k; = 10(p; + ¢; — 1) adodik, tovabba a konstrukcié miatt mind a;, mind b; 10-nél kisebb
nemnegativ egész szam lesz.

Eredményiinket tgy is megfogalmazhatjuk, hogy lehet bizonyos nem 0-ra végz6d6, tizes szamrendszerbeli szamokat
djabb és Gjabb jegyek eléjeirdsaval ugy kiegésziteni, hogy e szdmok 2-nek, illetve 5-nek egyre magasabb hatvanyaval
legyenek oszthatok.

Bebizonyithato, hogy ez a kellemetlen jelenség azért 1ép fel, mert 10-nek két kiilonb6z6 primtényezGje van. Mas
szoval csak olyan alapokat érdemes figyelembe venni, amelyek egyetlen primszam hatvanyai; kiilonben mindig talal-
hatunk olyan 0-t6l kiilonb6z8 szamokat, amelyeknek a szorzata 0 lesz. Arra is kdnnyen ra lehet jonni, hogy ha egy p



primszam p* hatvanyat vessziik kiindulasul, akkor ugyanazt kapjuk, mintha eleve a p-t tekintettiik volna, de a tagokat
k-asaval egybefoglaltuk volna:

(ap+a1p+...+ ak,lpkfl) + (agp + ...+ agk,lpkfl)pk + ...

Eppen ezért ezentil csak primszdmot tekintink alapnak, és a kapott szamokat p-adikus egész szamoknak nevezziik.
5. A szorzas vizsgédlata utan természetesen felmeriil az is, hogy mit mondhatunk az osztasrol. ElGszor azt fogjuk
bebizonyitani, hogy az
A=ag+a1p+ap’+...anp" + ...

p-adikus egész szdmmal minden p-adikus egész szamot lehet osztani, feltéve, hogyay # 0. Adott
D=dy+dip+dep’*+...+dp" + ...

p-adikus szam mellett olyan
B=byg+bip+bop®+...+byp" +...

p-adikus szamot keresiink, amelyre AB = D teljesiil. A szorzéasi eljaras megforditasa alapjan ehhez arra van sziikségiink,
hogy a B jegyein kiviil gy hatarozzuk meg rekurziven az s;-ket, hogyso = 0 legyen; tovabba

k; = agb; + a1b;j_1+ ...+ a;_1b1 + a;bg + s;

mellett k; — d; oszthatd legyen p-vel; és s;y1-et k; — d; = s;11p definidlja, A b; meghatarozasanél tehat csupan az a
feladat, hogy az oszthatosag fennélljon; ebbdl az s; 11 mar automatikusan definialhatova valik. Az

n; = dl — albi_l — ... ai_lbl — aibo — S;

jelolést hasznalva feladatunk b;-t Ggy meghatarozni, hogy agb;-t p-vel osztva ugyanazt a maradékot adja, mint n;.

Megjegyezziik, hogy az n; felirdsaban szerepls szamokat mar el6z6leg ismerjiik, tehat az n; mar meghatarozott.
Feladatunk tehét az alabbira egyszertisodott. Adva van egy p primszam és egy a egész szam, amelyre 0 < a < p

teljesiil. Tetszbleges n egész szamhoz olyan b egész szamot kell taldlnunk, amelyre ab ugyanazt a maradékot adja p-vel

osztva, mint az n. Azt fogjuk ehhez belatni, hogy ha az a szamot rendre megszorozzuk 0-val, 1-gyel, ..., (p—1)-gyel, és
e szorzatokat elosztjuk p-vel, akkor minden lehetséges maradékot megkapunk. E lehetséges maradékoka 0, 1,..., p—1
szamok, amelyeknek a szama éppen gy p, mint a 0-a, 1-a, 2-a,..., (p—1)a szorzatok szama. Eppen ezért elég annak

a kimutatéasa, hogy ezek a szorzatok p-vel osztva mind kiilonb6z6 maradékot adnak, hiszen ekkor minden maradéknak
fel is kell 1épnie.

A bizonyitashoz tegyiik fel, hogy az a - i és a - j szorzatok p-vel osztva ugyanazt a maradékot adjak, ahol 0 < 7 <
j < p—1. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy kiilonbségiik oszthato p-vel, azaz pla(j —i). Mivel a kisebb a p primszamnal
és pozitiv, ezért relativ prim hozza; amibél p|(j — i) kovetkezik. Tekintettel arra, hogy j — ¢ nem negativ és p-nél
kisebb, csak gy lehet a p primszadmmal oszthatd, hogy 7 — ¢ = 0, azaz ¢ = j. Ez azt jelenti, hogy két szorzat csak
akkor adhatja p-vel osztva ugyanazt a maradékot, ha ugyanazt a szorzatot vettiikk mindkét esetben. Ezzel az allitast
bebizonyitottuk, azaz ha A olyan p-adikus egész szam, amelyre ag # 0, akkor valoban osztoja minden p-adikus egész
szamnak.

6. Avégett, hogy a p-adikus egészek oszthatdsigat altalaban targyalhassuk, egy olyan ,mértéket” vezetiink be,
amely azt mutatja meg, hogy egy p-adikus szdm a p-nek hanyadik hatvanyaval oszthat6. Legyen az

A:ao+a1p+a2p2—i—...—i—arpT—i—aTHpTH + ...
p-adikus szam olyan, hogy ag = a1 =as = ... =a,—1 =0, de a, # 0. Ekkor a kévetkezs jelolést hasznéljuk:

p(A)=p~".

Elgszor kimutatjuk, hogy ennek a ¢ fiiggvénynek az abszolut értékhez hasonl6 tulajdonsidgai vannak. Legyen adva
az A p-adikus szam mellett még egy B = by + bip + ... + bsp® + by 1p° ! + ... .. p-adikus szam is, ahol ¢(B) = p~*.
Ha most képezziik az A + B sszeget, akkor az ag + bg, a1 + b1, ... 6sszegek mind 0-nak addédnak egészen addig, amig
el nem érjiikk az s és r indexek koziil a kisebbiket. Legyen ez példaul az r. Az a, + b, 6sszeg mar biztosan nem lesz 0,

de elsfordulhat az, hogy p-vel oszthato. Igy (A + B) < ¢(A); azaz altalaban azt mondhatjuk, hogy
p(A+ B) < maximum (p(4), o(B)).

Nézziik most meg az AB szorzatot. A képzés szerint az elsé r+ s tag mind 0 lesz. Az (r+ s+ 1)-ik tag pedig megegyezik
az a,bs szorzat p-vel val6 osztasi maradékaval. Mivel p primszam, és a,., b egyike sem oszthatd p-vel, ezért ez a szorzat
sem lesz p-vel oszthato, vagyis:

$(AB) = ¢(4) - p(B).
Az 6sszegre vonatkozo tulajdonsig nem ugyanaz, mint amit az abszolat értéknél latunk, hanem annél még erdsebb is
— hiszen esetiinkben ¢(A + B) biztosan kisebb lesz a ¢(A) 4+ ¢(B) Gsszegnél vagy egyenld vele. Ez az ,abszolat” érték



— roviden értéknek nevezik — olyan tulajdonsagi, hogy azt a szamot tekinti ,kicsinek”, ami p-nek magas hatvanyaval
oszthato. Kicsit naivan igy is fogalmazhatnank: ami a szam végén van, azzal tudunk szamolni; minél elgbbre levs
szamjegyeket vizsgalunk, anndl ,,érdektelenebbek” azok szamunkra.

Visszatérve az oszthatdsigra, azonnal megallapithatjuk a kovetkezdket. Ha A osztdja B-nek, azaz létezik olyan C|
amelyre B = AC, akkor p(AC) < p(A), hiszen a ¢ értéke 1-nél nem nagyobb pozitiv szdm, tehat o(B) < p(A). Ez
azonban forditva is igaz. Legyen ugyanis o(B) = p~° < p™" = ¢(A). Ez azt jelenti, hogy s = r; és igy A-t p" Ay,
B-t p" B alakban irhatjuk, ahol A; = a, + ay41p+ ..., Bi = b, 4+ b.y1p + ..., tovabba a, # 0. Igy — mint lattuk —
A; minden p-adikus egésznek osztoja; tehat létezik olyan C, amelyre By = A;C. Ebbdl pedig azonnal kovetkezik a
B = AC 06sszefiiggés is.

A mostani megallapitasaink szerint egy A p-adikus egész szam pontosan akkor lesz minden més p-adikus egész
szamnak osztoja, ha (A) = 1. Ezeket a szamokat p-adikus egységeknek nevezik. (Az egész szamok korében is egy-
ségeknek nevezik azokat a szamokat, amelyek minden egész szamnak osztoi, azaz a (+1)-et és a (—1)-et.) Azt is
lathatjuk, hogy a p-adikus egészek korében az osztas ,,majdnem” elvégezhetd; szinte mindennel oszthatunk, csak p-vel
és p hatvanyaival nem - azaz, ha az osztas nem végezhetd el, az mindig erre vezethets vissza. Ezek szerint a p-adikus
egészek kozott ott talalhatjuk az Osszes olyan tortet is, amelynek nevezGje — redukalt alakban — a p-hez relativ prim.

*

Cikkiink masodik részében meg fogjuk adni, hogy miképpen ismerhetsk fel azok a p-adikus egész szamok, amelyek
ilyen tortet allitanak el6 (lasd a feladatot). Meg fogjuk azt is nézni, hogy miképpen lehetne p-vel is osztani. Arrdl is
fogunk beszélni, hogy a p-adikus egész szamok korében hogyan végezhetd el a gy6kvonas.

Feladat: Az ag+a1p+...+a,p" +. .. p-adikus egész szadmot szakaszosnak nevezik, ha valamilyen r és k természetes
szamokra és minden, az r-nél nagyobb n természetes szamra fennall az a, 4, = a,, Osszefiiggés. Bizonyitsuk be, hogy
az el6bbi tipusi racionalis szamokat éppen a szakaszos p-adikus egész szamok Allitjak els.

Specialis esetként vizsgaljuk a 11 - (...2727273) és 3 - (...33337) 10-adikus szamokat és magyarazzuk meg, miért
lesz a méasodik tényezsk szorzata 1.

Ugyancsak hatarozzuk meg p = 5 esetben azt az A és B p-adikus egész szamot, amelyre 34 = 1, illetve 13B = 1.



