III. rész

Vizsgéljuk a kovetkezd feladatot: Legyen n ketténél nagyobb egész szam. Hanyféleképpen lehet egymést nem metszé
atlokkal haromszogekre bontani egy A; As ... A, konvex n-szoget 7

Ezt a szdmot f,-nel jelolve, nyilvan f3 = 1, fy = 2, mert a négyszog két atloja koziil barmelyiket meghtzva kapunk
egy felbontast. Ha n > 4, csoportositsuk a felbontasokat aszerint, hogy mi a harmadik csicsa annak a haromszognek,
amelyiknek egyik oldala A;As. Ha ez a cstics Az vagy A,, akkor a még maradd A1 As... A, ill. AsAs... A, (n—1)-
szoget kell felbontanunk és ez mindegyik esetben f,,_i-féleképpen lehetséges. Ha ez a csics Ay, ahol 4 < k <n —1,
akkor az Ay ... Ay konvex (k — 1)-sz0g minden felbontasahoz valaszthatjuk az Ay AgAgi1... A, (n — k + 2)-sz0g
barmelyik felbontasat. Ezek és az A As A haromszog adjak az n-szog egy felbontésat. A vizsgalt felbontasok szama
tehat a (k — 1)-sz0g és az (n — k + 2)-sz0g felbontésai szamanak a szorzata:

fr—1fn—k+o2.

Ha itt %k sorra felveszi a 4, 5, ..., n — 1 értékeket és még hozzavessziik f,_; kétszeresét, akkor szamba vettiik az
n-sz6g minden felbontasat és mindegyiket csak egyszer, tehat

fn=foa+ fafnoo+. o+ focifotq2+ ... F faafzs+ foo1.

Bar ,kétszog -6l és annak felbontasszamarodl nincs értelme beszélni, mégis célszerd lesz bevezetni fo-t azzal, hogy az
jelentsen 1-et, mert igy egységesebb és ezzel konnyebben kezelhetd lesz a formulank:

(1) fo=fofn1+ fafn—2+... 4+ faafz+ fao1fo.

Ezt a rekurziv Osszefliggest belattuk, ha n > 4, de érvényes n = 4-re, s6t méar n = 3-rais (f3 = fo- f2). Ennek alapjan
sorra meghatarozhatjuk fs, fi, f5, ... értékét, tudva annyit, hogy f1 = 1. Az els¢ néhany érték a kovetkezs:
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Jo volna azonban olyan formula, amelyiknek a segitségével kiszamithatjuk f,-t az el6z6 f-ek ismerete nélkiil is.
Hivjuk segitségiil ismét a polinomokat, eztttal a

F=fot+ fax+...+ frz" 2+ ..

polinomot és keressiink ra dsszefiiggeést (1) felhasznalasaval. Szorozzuk meg (1)-et 2™ ?-nel és a keletkezett egyenldsé-
geket adjuk 6ssze n =3, 4, 5, .. .-re.
Ekkor az
f32+ faz? 4+ o A fagod™ + .= x4 (fafs + f3fo)T?+
+...+ (f2fn+1 + fafu+...+ fn+1f2)$" +...

polinomegyenléséget kapjuk. A bal oldalon F' all az fo = 1 konstans tag kivételével. A jobb oldalon felléps egyiitthatok
a polinomok szorzasanal felleps egyiitthatokra emlékeztetnek. Valoban, ha F-et 6nmagaval szorozzuk meg (figyelve
arra, hogy most az egylitthatok indexe 2-vel nagyobb, mint a mellette 4ll6 z-hatvany kitevGje), akkor a konstans tag
f3 és altalaban az, amivel itt az n-edfokt tag van megszorozva, F'%-ben 2"~ ! egyiitthatoja. Azt kaptuk, hogy

F—1=zF2

Ezzel masodfoku egyenletet nyertiink F-re. Ezt 4a-szel szorozva és a szokisos modon teljes négyzetté egészitve ki,
a kovetkezg alakra hozhato:

(2) 1 —4r =1—42F 4 42°F? = (1 — 22F)?.

Ez a gondolatmenet négyzetgytkvonast kivan 1 —4x-bél, tehat olyan polinom keresését, amelynek a négyzete az 1 —4x
polinom. Attekinthetség kedvéért probaljunk elészor az 1 + x polinombo6l négyzetgyokot vonni.
A keresett polinomot igy jeloljiik:

C=co+crz+...+cpa”+..., C*=1+uz.
Innen az egyiitthatokra a kovetkezs adodik:

cgzl, 2copc1 =1 és ha n > 2,

(3) CoCn + C1Cpn_1 + ...+ Cp_101 + Cpcog =0,

1Bz a feladat szerepelt az 1187. feladat II. megoldasahoz fiizott megjegyzésben. K. M. L. 26 (1963), 126-127. old. A polinomok négy-
zetgyokével valo kapcsolata pedig az 1577. feladat megoldasahoz fizott megjegyzésekben. K. M. L. 38 (1969), 55. old.



vagy
2¢0Cy, = —C1Cp_1 — C2Cp_2 — ... — Cp_1C1, (n=2,3,...).

Az els6 egyenlet felhasznalasaval ez igy is irhato:
2¢1 = ¢, 2¢, = —co(c1Cn—1 + CaCp—2+ ...+ cp_101).

Ez hasonl6 rekurziv meghatirozas a ¢ egyiitthatokra, mint amilyent kordbban az f-ekre nyertiink. Az els6 néhany
érték:

n ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7
co co co 5co Tco 21co 33¢co
n Ol %0 T8l 16| T128 | 256 | 1024 2048

Feltiinik, hogy a nevez6k 2 hatvanyai. Ez azt a gyanit kelti, hogy szorzat alakjdban lesz egyszerten elgallithato
cn- llyen alak kereséséhez irjuk fel a szomszédos egyiitthatok hanyadosat:

n 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6
Cn1 1 1 1 5 7 3 11
n 2 T4 T2 B 10 T4 14

A harmadik és a hatodik hanyadost 3-mal bévitve a nevezsk az egymas uténi paros szamok lesznek, a szamlalok pedig
az
1, -1, -3, -5, -7, -9, —11

sorozatot adjak, vagyis 1-t6] csokkenSen az egymaés utani paratlan szdmokat.
Ennek alapjin a kiszamitott egyiitthatok a kovetkezd kozos formuléaval irhatok le:

1-(=1)-(=3)-...- (1=2(n—1))
2.4....-2n

Cp = Co-

Azt varjuk, hogy ez érvényes lesz a tovabbi n értékekre is. Ennek belatasdhoz azt kell igazolni, hogy ezek kielégitik a

(3) Osszefiiggést, hiszen azt tudjuk, hogy c¢o egyértelmiien meghatarozza azt a ¢, sorozatot, amelyiknek tagjaira teljestil
A c,-re kapott kifejezés emlékeztet a binomiélis egyiitthatokra és még vildgosabb lesz a hasonlosag, ha a nevezében

és a szamlaloban is mindegyik tényezs felét vessziik
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Ez valoban az

W (m) m(m—1)...(m— (n— 1)

1
binomidlis egylitthatd co-szorosa, csak ezittal nem n-nél nem kisebb m egész szadmra tekintettiik, hanem az m = 3

helyen.

Ha n pozitiv egész, (4) az m-nek n-edfoku (tehat véges) polinomja, aminek m tetszsleges értékére vehets a he-
lyettesitési értéke. Ezt a tovabbiakban elfogadjuk a binomialis egyiitthatok kiterjesztett értelmezésének és kiegészitjiik
a

(4°) (g@) _

megallapodassal, tetszéleges m-re.
A bevezetett jeloléssel a megvizsgalando allitas a

1
Cn = <2)CO (n=0,1, 2 ...)



alakban irhato. Azt kell eldonteniink, hogy ez helyes-e, vagyis igaz-e, hogy a

(D)5 () r (D)o )

C?=1+uz.

polinomra

Még masképp fogalmazva: a polinom egyiitthatoira teljesiilnek-e — tekintetbe véve, hogy 0(2) =1-az

. HE ) OG- {rmey

Osszefiliggések.
A cikksorozat els6 részében szerepelt hasonld Osszefiiggés a kézonséges binomialis egyiitthatokra: B belattuk, hogy

© ()G o (G = (")

Elég volna azt belatni, hogy ez a kiterjesztés utan is érvényben marad, hiszen akkor (5) bal oldalan

1,1
2t32) _ (1
n n
all, és ez 1, han =0 vagy 1, és 0, han > 1.

A (6) azonossagot arra az esetre vezettiik le, ha az m, n, k egészekre m +n > k > 0. Ekzben is mar éltlink
azzal a megéallapodéssal, hogy ha a bal oldalon fellépnek olyan binomiélis egyiitthatok, amelyekben f6liil kisebb szam
all, mint alul, azok jelentsenek 0-t. Ez most kévetkezik a (4) definiciobdl is, viszont ezzel a megjegyzéssel (6) minden
nem-negativ egészre érvényes, hiszen ha m + n < k, akkor a jobb oldalon 0 all, de a bal oldalon is minden tagban
legalabb az egyik tényezd 0.

Szeretnénk azonban az Osszefiiggés érvényességét minden m, n értékparra kiterjeszteni. Egyel6re csak m legyen
tetszés szerinti, n jelentsen egy tetszés szerinti, de rogzitett nem-negativ egészet. Ekkor a jobb oldalon m-nek egy
k-adfoka (véges) polinomja all. A bal oldalon is minden tag m-nek legfeljebb k-adfoku polinomja, igy az Gsszegiikre,
az egész bal oldalra is ugyanez all. Azt tudjuk, hogy a két polinomnak minden nem-negativ egész m-re megegyezik a
helyettesitési értéke és arra szeretnénk kovetkeztetni, hogy ez minden mas m értékre is fennall.

A két oldal kiillonbségét képezve

")) - (D)D)

szintén egy legfeljebb k-adfokt polinom (esetleg a O nulla polinom) és tudjuk, hogy végtelen sok helyen, minden
nem-negativ egész m-re, a 0 értéket veszi fel. Viszont egy legfeljebb k-adfokd polinom, ha nem a nulla-polinom, akkor
legfeljebb k helyen veheti fel a 0 értéket. [ A fenti polinom tehat a nulla-polinom. Ekkor azonban a helyettesitési értéke
is 0, barmilyen m-re, vagyis (6) minden m értékre fennall, ha n tetszés szerinti nem-negativ egész.

Most a gondolatmenetet megismételhetjiik n-re, ha m-et régzitjik, de most mar nem téve ra semmi megszoritast.
Ha m barmilyen rogzitett érték, akkor (6) mindkét oldala az n-nek legfeljebb k-adfoku polinomja, tehét e két polinom
kiilonbsége is. Tudjuk, hogy ez a kiilonbség végtelen sok helyen, minden nem-negativ egész n-re, a 0 értéket veszi fel,
de ez csak ugy lehet, ha ez a kiilonbség a nulla-polinom, tehat minden n értékre a 0 értéket veszi fel. Azt nyertiik
tehat, hogy (6) minden n értékre fennall tetszés szerinti m érték mellett, vagyis érvényes minden m, n értékparra.

Ezzel egyszersmind bizonyitottuk, hogy van olyan (végtelen) polinom, amelyiknek a négyzete 1+ z, éspedig kettd:

() (e (e )

ahol 0(2) =1, azaz ¢p =1 vagy ¢p = —1.
Mi az
(1—-2zF)>=1—4x

egyenletet kielégitd F' polinomot keressiik. Ehhez a fenti polinomba z helyébe —4x-et kell helyezniink, és az megadja
1 — 2z F-et, mégpedig ¢y = 1 valasztéssal, mert akkor kapunk 1 konstans tagai polinomot:

1—-2zF =1+ (%)(—4)90—1—...—1—(i)(—él)"x"—i—...

2K. M. L. 45 (1972), 109. old.
3zt az allitast kiegészitésiil a cikk végén bebizonyitjuk.



Mi az n-szogek haromszogekre bontasanak f, szamat kerestiik. Ez F-ben az (n — 2)-edfoku tag egyiitthatoja, tehat
a fenti polinomban ennek (—2)-szerese az (m — 1)-ed fokud tag egyiitthatoja:

~2p= (2 )t

1(1 1 1 1 o
G066 oo

(n—1)!

1-(=1)(=3)...(=2n+5)- (%) (—1)n1gn-1

(n—1)!
1-1-3-5-...-(2n—5)-2n71
- (n—1)! '

Itt a jobb oldalt kifejezhetjiik k6zonséges binomialis egyiitthatoval. Osszuk mindkét oldalt (—2)-vel és bévitsiik a tortet
(n — 2)l-sal, a szamlaloban ennek minden tényezdjét szorozva 2-vel:

1:3:5-...-(2n—5)-2-4-6-...-(2n—4)
= (n—1)!(n —2)! -

(2n — 4)! 1 <2n—4)'

 (n—1!(n-2)! T hn—1I\n-2

A cikk elején kiszamitott f, értékekre konnyen ellenérizhetjiik eredményiink helyességét.
Az, hogy a nyert kifejezés egész, tehat hogy a binomiélis egyiitthatd oszthato (n — 1)-gyel, konnyen lathato a

2n —4 2n—3
2n — =n-1
a3 )) == (2 2))
egyenlGségbdl, ugyanis (n — 1) és (2n — 3) relativ primek, ezért a bal oldal csak ugy lehet oszthaté (n — 1)-gyel, hogy
a binomialis egyiitthaté oszthat6 vele. Egyébként ennek alapjan irhaté a felbontasszam

1 2n —3
Jn = 2n—3<n—2)

*

alakban is.

Kiegészitésiil megmutatjuk a felhasznalt allitast, hogy egy a nulla-polinomtdél kiilonb6z6 polinommal elGallitott
fiiggvénynek nem lehet t6bb nulla-helye, mint a fokszama. Ezt a fokszam szerint haladé teljes indukciéval bizonyitjuk
be.

Egy nullad-foka polinom egy 0-t6l kiilonbozé ¢ konstans. Ez azt a fiiggvényt allitja el, amelyiknek az értéke
mindeniitt ¢, tehat sehol sem 0. A nulla-helyek szama tehat nulla, mint a fokszam.

Tegyiik fel, hogy n > 1, és (n — 1)-edfoku polinomokra igaz az &llitas.

Legyen
f=apz" +a1z" '+ ... +an_1z+ an, ap # 0.

Ha ez semmilyen z értékre sem 0, akkor az allitas igaz. Ha

f(C) = apc" + alc"_l +...+ap_1c+a, =0,

akkor
f=f—flO)=a@" =) +ar(@" ' =" H4+...+a, 1(x—c)=
=(@x—c)-(aplz" '+ 2" % cH+ .. .+ ta @4 )+ tan ) =
= (z —c)(agr" * + (apc+ay)x" 2 4+ ... Faoc"  Farc" T+ an ).

A maésodik tényezs egy (n — 1)-edfoku polinom. Ez a szorzat valamilyen z értékre csak gy lehet 0, ha valamelyik
tényezGje 0. Az els6 tényez6 csak x = c-re 0, a masodik pedig az indukcios feltevés szerint legfeljebb (n — 1) kiilonb6z6
x értékre lehet 0. Igy f legfeljebb n helyen veheti fel a 0 értéket. Ezt akartuk éppen belatni.

*



Nézziik még meg, mennyiben segitettek a feladat megoldasaban a polinomok. Hiszen gy, ahogy a v'1 + = egyiitt-
hatoira talaltunk formulét, kitalalhattuk volna az els6 tablazatbdl is kozvetlenil az f,-t megad6 formulat. Akkor is
hatra volna azonban még annak igazolasa, hogy ez kielégiti az (1) Osszefiiggést. Az ennek megfelels Gsszefliggést bino-
mialis egyiitthatokra ismét polinomok felhasznaldsaval bizonyitottuk, eztattal azonban a véges polinomokkal elGéllitott
fiiggvények segitségével. Erdemes megprobalni ezek felhasznalasa nélkiil igazolni az sszefiiggést. Ez egyaltalan nem
konnyt feladat. Egyébként érdekes, hogy ha az 1972. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 2. feladataban
szerepld sorbaallitdsok szaméat akarjuk meghatarozni, ez is hasonlé azonossagok igazolasat kivanja.

A polinomoknak két kiilonb6z6 szerepét lattuk itt. A megszokottabb a polinomokat olyan kifejezéseknek tekin-
teni, amelyek bizonyos specilis fliggvényeket allitanak el6, modot adnak tetszés szerinti = értékre a fiiggvényérték
kiszamitasara. A cikkben egy masik szempont keriilt el6térbe. A polinomokat formalis kifejezéseknek tekintettiik, a
benniik szerepls z-et (természetesen allhatna helyette z vagy ¢, vagy barmilyen jel, pl. § vagy akirmi) nem is szokas
véaltozonak nevezni, hanem hatarozatlannak. Ez a néz6pont lehetévé tette a polinomok korének kiterjesztését végtelen
polinomokra. Meg kellett mondani, hogyan végziink mitveleteket ezekkel a polinomokkal, megvizsgalni a miiveletek
tulajdonsagait. Ezek ismeretében alkalmassa valtak sorozatok, az egyiitthatoik sorozata tulajdonsagainak vizsgalatara.

A kiterjesztés igen hasznosnak bizonyult, mert a végtelen polinomok korében az osztas sokkal altaldnosabban
elvégezhet§ volt, mint a véges polinomok korében, s6t még a négyzetgydkvonas is lehetévé valt elég tag keretek kozt.

Természetesen nem feledkeztiink teljesen el arrél sem, hogy a polinomok, legalabbis a véges polinomok, fiiggvényeket
is allitanak el§. Az utoljara bizonyitott tétel atfogalmazhatoé a kovetkezd modon: Ha két véges polinom helyettesitési ér-
téke végtelen sok helyen megegyezik, akkor a két polinom is megegyezik. Ajanljuk az olvasénak a tétel ezen forméjanak
a bebizonyitasat. Ez a tétel adja a kapcsot a kétféle szempontbol vizsgalt polinomok kozt.

%k

Az egy-egy sorozattal mint egyiitthato sorozattal képzett polinomot nevezik az illets sorozat generatorfiiggvényének
is. 1 A fiiggvény elnevezés arra utal, hogy itt is beszélhetiink valamilyen értelemben — ha x egy polinomjarol van szé
— a polinom altal az x egy adott értékéhez hozzarendelt értékrsl. Ez nem minden polinom esetében lehet (az = 0
kivételével) és ha lehetséges, altalaban akkor sem minden x értékhez. Ezekkel a kérdésekkel a fliggvénytan foglalkozik.
Ha egy végtelen polinomhoz fiiggvényt tudunk rendelni — a fliggvénytan az ilyen polinomokat hatvanysornak nevezi
—, akkor mar a fiiggvénytan modszereit is segitségiil lehet venni ahhoz, hogy a generatorfiiggvényen keresztiil az
egyiitthatok sorozatanak tulajdonsagait vizsgaljuk.

A generatorfiiggvények kore is kiterjesztheté mas tipusu fliggvényekre is, mint a polinomok. Ilyen kozvetitéssel valt
lehet6vé pl. a komplex valtozoés fliggvénytan moédszereinek igen eredményes felhasznilasa a primszamok eloszlésara
vonatkozé kérdések vizsgalatara. De nem folytatom ezt a tulsdgosan altalanossdgokban maradé elbeszélést. Mindossze
arra akartam ramutatni, hogy milyen tavolinak latszé problémakorok kozott is all fenn igen gylimolesozd kapesolat a
matematikaban.

£

Visszatérve a végtelen polinomokhoz, emlitek még néhany problémat, amiken érdemes elgondolkodni. Hasonlokat
ki-ki maga is felvethet.

Eredményeink alapjan mas polinomokbdl is tudunk mar négyzetgyokot vonni. Probaljunk meg példaul négyzet-
gyokot vonni 1/(1 — z — 22%)-b6l — ami szintén végtelen polinom. Tobb 1t is kinalkozik ra.

Varhato, hogy az
1 1
1+ (3)x+...+ (3>x"+...
1 n

polinom kébe lesz 1+x. Ennek az igazolasat ajanlom.
Irjuk fel kdzonséges binomialis egyiitthatokkal (—kn) -t, ha n természetes szdm. Van-e ennek valamilyen kapcsolata

(14+2) ™-nel?
Talalkoztunk a cikkben a kézonséges binomialis egyiitthatokra vonatkozé kovetkozs Osszefiiggésekkel:

k) \n-k)’ 0 1 o n) 7
n n n n
— — ... -1H"
(6)- (1) (2) e (G)
n n n n
- — ... —1)*
(6)- (1) + (2) (i)
k n kE+1 T n\ (n+1
k k T\k) \k+1)
4Lasd a feladat szdvegét ezen szamban, az 1. oldalon. Szerk.
5A generatorfiiggvéeny modszerét Leonhard Euler (1707-1783) vezette be és dolgozta ki, egész szamok bizonyos feltételeket kielégi-

t6 Osszeadandokra bontasai, Un. particio: szdmanak meghatarozasara, amilyenekkel e cikksorozat II. része is foglalkozott. A moédszer a
matematika mas dgaiban is — mint pl. a valoszintiségszamitasban — igen hasznosnak bizonyult.
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Melyikek érvényesek ezek koziil az altalanositott binomialis egyiitthatokra is, melyikek nem ?

Helyesbitések ezen cikksorozat II. részéhez.
A 45. kotet 194. oldalan a (4) képlet 3. soraban a masodik kiirt tag kettSs indexe ko n helyett ko 0.
A 199. oldal 2. sordban az els6 ,pedig” helyett: meg.



