Gauss-féle binomalis egyiitthat()
II. rész

Megismertiik , a kovetkezl Osszefiiggésekkel definidlt Gauss-binomidlis egyiitthatokat:

(1'1) ln‘| _ (qn_l)(qnfl_1).__'.(qn7r+1_1) ) STS”, lg] L

r (=@ =1)-...-(¢" = 1)
Irjuk n-et n = r+s alakban. Belattuk a 3. pontban, hogy ezek a kifejezések ¢-nak pozitiv egész egyiitthatos polinomjai:

r4+s
r

(327) = Ar-}-s,r,O + Ar-l—s,r,lq +...+ Ar-i—s,r,rsqrs'

A 4. pont tétele az ott értelmezett zegzugos utakkal valo kovetkezs Osszefiiggést mondta ki: A, 45 oa(0, 0) pontbdl
az (r, s) pontba vezetd zegzugos utak kozil azoknak a szdma, amelyek alatti terilet .
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Az 5. pontban a zegzugos utat r darab, egymas mellé helyezett egységnyi alapu téglalapbol épitettiik fel. Ezek
alapja vizszintes, magassaguk nem-negativ és s-nél nem nagyobb egész szam; a 0 magassag is el6fordulhat. Az alapok
a porzitiv x tengely mentén sorakoznak a kezdéponttoél kezdve, a magassagok nem csokkend sorozatot alkotnak, és a
teriiletek Osszege (vagy ami ugyanaz, a magassagoké) «, a zegzugos ut alatti teriilet.

6. Egy ujabb megkizelitési mdd. Azoknak a zegzugos utaknak a szama, amelyek alatti teriilet «a, megegyezik tehat
a-nak r darab nem-negativ egész Osszeadandoként vald elGallitasai szaméval. Jeloljiik most ezt az elGallitasszamot
Ay 45 ra-val, elfelejtve egyelére ennek a jelnek korabbi, fent is hasznalt jelentését.

Egy szam el6allitasat bizonyos tipusu 6sszeadandokbol a szam egy particiéjanak nevezziik. Ezek elméletének alap-
jait Euler fektette le. B Itt az 6sszeadandok nem csdkkend sorrendben kovetkeznek, tehat egy el6allitds meg van
hatarozva azzal, ha tudjuk, hogy melyik szdmok szerepelnek 6sszeadandoként és melyik hanyszor. Ha tehat pl. a 3 két-
szer szerepel egy Osszegben, azt a 6, 2 szamparral jelolhetjiik: a masodik mutatja, hogy az elsé szam hany 6sszeadandé
Osszegének tekintendd a particiéban.

Ilyen médon, ha egy particiéban a 0, 1, 2, ..., s 6sszeadandok szerepelhetnek csak, akkor ezek mindegyikéhez
szamparok egy-egy végtelen sorozatat kell hozzarendelniink. A parok elemeit egymaés ala irva a 0, 1, 2, ..., s-hez
sorra a kovetkezs sorozatok tartoznak:

0 0 O 0
0O 1 2 n
0 1 2 n
0 1 2 n
0o 2 4 2n
0 1 2 n
0 s 2s ... mns
0 1 2 n

Mindegyik sorozatbol ki kell venniink egy-egy part (ha valamelyik 6sszeadandé nem szerepel egy particidban, akkor
a sorozat elején allo (0, 0) part), a megfelels elemeiket 6sszeadni, és ahanyféléképpen létrejon ilyen modon az (a, r)
pér, ez a szam adja meg az « szadm r-tagl particidinak a szamat, ha a tagok s-nél nem nagyobb, nem-negativ egész
szamok lehetnek, és sorrendjiik el van irva (nem csokkend).

*Megjelent az Elemente der Mathematik 26 (1971), 102-109. oldalan. Forditotta a K. M. L. céljara modositasokkal Surdnyi Jdnos.

** Pélya Gyérgy: Gauss-féle binomialis egyiitthatok, L. rész, K. M. L. 45 (1972), 97-102. old.

6 Leonhard Euler: Introductio in Analisin Infinitorum (Lausanne 1784) 1. kot., 253-275. old., vagy: Osszegyt(ijtott mivei 1. sorozat 8.
kot., 313-338. A sziikséges eldzmények megtalalhatok Surdnyi J.: Polinomok és végtelen polinomok II. rész c. cikkében. K. M. L. 45 (1972),
193-202. old.



Ezeket a par-sorozatokat két valtozd, mondjuk ¢ és x végtelen polinomjaival helyettesithetjiik. Az els6 elemek
sorozatét irjuk ¢ kitevsiként, a masodikat = kitevgjéiil. A polinomok tehat

14z +2° +...+z"+...
1+qgz +¢%2% +... +¢"z" + ...
1+¢@Px+q'2? +.. . +¢a"+ ...

L+ +q*2®+ .. + ¢+ ...

(Az els6 sorozatban ¢ mindeniitt a 0-dik hatvanyon szerepel.) Ha ezeket Gsszeszorozzuk, akkor minden polinombol
kell venni egy-egy tagot, Osszeszorozni, és ezek Osszege adja a szorzatpolinomot. Egy ilyen tag képzésénél viszont
kiilon 6sszeadjuk a g-hatvanyok kitevdit, kiilon az xz-hatvanyok kitevéit. Ez megegyezik az el6bb a parok Osszeadésarol
mondottakkal. Igy a szorzatban ¢“z" egyiitthatoja A, g, o lesz.

Mésrészt az elsé polinom 1 /(1 — z)-nek polinom-alakja, a tobbi pedig ebbdl x helyett gz-et, g*z-et, ..., ¢*z-et téve
adodik. Igy, bevezetve a kovetkez§ jelolést:

(6.1) (1-2)1 —qz)(1 - ¢’z)...(1 - ¢°z) = g(a),

azt nyertik, hogy

(6.2) T+ (Argsp0 + Arpsp1q + -+ Ars1,50% )t
+(Ar+s,2,0 + Ar+s,2,1q +...+ Ar+s,2,2sq2s)z2+

1
+...+ (Ar-i-s,n,O + ...+ A’,«J,_S’nynsqns)flfn + .= —.
g(x)

Jeloljiik itt «" egyiitthatojat P.-rel, vagyis
(6.3) Py =1,
Ar+s,r,0 + Ar+s,r,1q +...+ ArJrs,r,rquS = PT; ha r > 1.

Ekkor (6.2) igy irhato:

1
(6.4) —— =P+ Pix+...+ P +...
9(x)

A P, egyiitthatok eléallitéasa a célunk. Ehhez felhasznalhatjuk a (6.1)-b6l kozvetlentil adodé kovetkezs azonossagot:

l—2z 1- ¢*tla
(65) glx) — glgx)

(vesd Ossze (2.4)-gyel. I. rész, 98. old.) és figyelembe véve (6.4)-et

(6.6) l1-2)1+Piz+...+Pa"+..)=
=(1—q¢a)(Py+ Pigr+...+ Pg"z" +...).

Az egyenl$ xz-hatvanyok egyiitthatoit egybevetve innen adodik, hogy

(67) P.—P._1= qTPT - qTJrSPrfl
vagy
qurs —1
(6.8) Po=""—rPFo, har=123 ..
qr —

Alkalmazzuk ismételten (6.8)-at r cs6kkend értékeire, ekkor az (1.1) definici6 és (6.3) alapjan azt nyerjiik, hogy

r4+s
T

(69) Pr = |: :| = Ar-l—s,r,O + Ar-l—s,r,lq +...+ Ar-i—s,r,rquSa

ahol most A, a szoban forgd particié-probléma megoldasainak a szamat jelenti, s igy a bevezetében emlitettek
szerint azoknak a zegzugos utaknak a szadmét is, amelyek alatt o nagysagu teriilet van. Ezzel Gjabb bizonyitast is
kaptunk a 4. pont tételére.



Ellendrzésiil jegyezziik meg, hogy ha ¢ tart 1-hez, (6.4) a kovetkez&be megy at: 1
1

s+1 $+2\ o s+r\ ,

P, kiszdmitasa ebben a pontban rendkiviil hasonlit @),, kiszdmitdsdhoz a 2. pontban. Most azonban A, , . egy
kombinatorikus értelmezésébdl indultunk ki és ebbdl jutottunk el a formuldhoz, mig a 4. pontban A,, , -t mint a (3.2),
[ill. (3.27)] formulaban felléps egyiitthatot definialtuk és utolag igazoltuk a kombinatorikus értelmét.

(6.4%)

7. Rovid kitekintés ,,Gauss-féle polinomidlis egyitthatokra”. | Legyen n nem-negativ egész szam és definialjuk a
,Gauss-féle faktorialist” mint ¢ kévetkez6 polinomjat:

(gD -1 (" =1)
(7.1) nll = TEG =
-0+ +q+¢) .- (A+qg+...+¢" =

=DB,o+Bpig+ ...+ Bn)n(nil)/zqn(nfl)/Z-

Ennek B, ; egyiitthatoi nem-negativ egész szamok, foka n(n — 1)/2. Definidlhatjuk n!l-t a
(7.2) o =1

kezdeti feltétellel és a kovetkezs rekurziv formuléval is:

(7.3) n+1)=>04qg+...+¢")n!

Tekintsiink egy n bettbdl allo ABC-t és az ebben n kiilonb6z6 bettvel leirhaté ,szavakat”. Ezek szdma nyilvanval6an
n!. Minden ilyen szoban n(n — 1)/2 bettipar 1ép fel; akkor mondjuk, hogy egy ilyen par inverziot alkot, ha az ABC-
sorrendben el6bbi betd a szoban hatrabb all. Ekkor B, ; az n! szd (permutdcio) kozil azoknak a szdma, amelyekben
az inverzick szémd) i.

Ez konnyen lathato teljes indukcioval a (7.3) rekurziés formula alapjan. Vegylink hozzé a szét alkoto n betiihoz
egy Uj betiit, és ez el6zze meg mindegyiket az ABC-sorrendben. Aszerint, hogy az 4j betid az els, masodik, harmadik,

.., vagy végiil az utols6 helyen all, az inverzidk szama O-val, 1-gyel, 2-vel, n-nel né. Pontosan ennek felel meg az,

hogy (7.3)-ban az els6 tényezd els6, masodik, harmadik, ..., utolsé tagjaval szorozva, ¢ kitevGje 0-val, 1-gyel, 2-vel,
..., n-nel né.

Akér a (7.1) definialé formulabol, akar a kombinatorikus jelentéshdl kovetkezik, hogy

(74) Bn,i = Bn,n(nfl)/2fi7 1= 0, 1, RN TL(TL — 1)/2
(75) Bpo+Bni+...+ Bn,n(n—l)/2 =nl.

A Gauss-binomialis egyiitthatokat irhatjuk ilyen alakban:

(7.6) H RN

Ekkor a tobbtaguak hatvanyaiban fellépd polinomialis egyiitthatok egy Gauss-féle analogonja (haromtaguak esetére)

n!!

77 ritsthell”

ahol 7+ s+t =mnésn, r, s, t nem-negativ egészek; megmutathato, hogy (7.7) is pozitiv egész egylitthatos polinomja
g-nak, fokszdma rs+rt+ st. Az egyiitthatoknak itt is lehet kombinatorikus jelentést tulajdonitani: olyan n-betiibdl 4llo
sorozatok szamat adjak meg, amelyek minden betdje z, y, vagy z és amelyekben bizonyos inverziok szama adott érték.
Minden ilyen bettisorozat tekintheté a hdromdimenzids racsban egy-egy zegzugos ut képviselgjének is. Az inverzidszam

"Lasd pl. Surdnyi Jdnos: Polinomok és végtelen polinomok I. rész, K. M. L. 45 (1972), 115. old.

8Kettonél tobb tagiak hatvanyainak tagokra bontott alakjat megadhatjuk a kdvetkez6 gondolatmenet alapjan: (x+y+z)5—ben pl. 22y2?
alaku tagot ugy kapunk, hogy a hatvanyt kiirva 5 tényezs szorzataként, két tényez6bol az x-et, egybdl az y-t, kett6bol a z-t valasztjuk ki.
Egy ilyen kivalasztast aldhtuzassal jelolhetiink ki:

(t+y+2)z+y+2)z+y+z)e+y+2)(@+ty+z).

Az aladhuzott tagok a tényezSk sorrendjében véve az zxyzz betiik egy permutéaciojat (esetiinkben az xzzyx permutaciot) adjak. Az z2yz?
tag egylitthatoja (z + y + 2)° tagokra bontott alakjaban eszerint ezeknek a permutacioknak a szdma lesz: 5!/(2!1!2!) = 30.
Hasonléan (z 4+ y + z)"-ben z"y*2% egyiitthatoja, ha r + s +t = n, ez lesz: n!/(rslt!), és altalaban (z1 4+ z2 + ... + x,)"-ben, ha
t1+t2+ ...+t =n, az
t1,.ta ty
zila? .y
tag a kovetkezs egyiitthatoval szerepel: n!/(t1!t2!. .. tx!). Ezeket a szdmokat nevezziik polinomiélis egyiitthatonak.
9Lasd pl, a 4 alatt idézett md 479: oldalat vagy E. Netto: Lehrbuch der Kombinatorik, 2. kiad. (Leipzig, 1927.) 94-97. old.



harom teriilet Osszegével egyezik meg: a zegzugos Gtnak a koordinatasikokon valo vetiiletei alatti teriiletek Osszegével,
de az ,alatt” értelmezésével 6vatosnak kell lenni.

A még t6bb taguak hatvanyaiban felléps egyiitthatok Gauss-féle megfelelsi hasonloan értelmezheték. Ezek is ¢ poli-
nomjai, és a benniik fellép egyiitthatok is bizonyos bettisorozatok inverzioszamaival vannak kapcsolatban; teriiletekkel
kapcsolatos értelmezésiik is lehetséges, de nehézkessé valik a dimenziészdm noévekedésével.



