A TII. osztalyos gimnaziumi fizikakonyv megemliti (a 116. lapon), hogy Kepler harom bolygotoérvényébsl a Newton—
féle gravitacios torvény levezethets.

Ebben a cikkben megmutatjuk, miképpen lathatd be a kozépiskolai matematika eszkozeinek segitségével, hogy a
bolygokra a Naptol mért tavolsag négyzetével forditottan ardnyos eré hat.

A Kepler—mozgas szarmaztatasa kormozgasbol. Vegyiink fel a sikban két meréleges egységvektort, i-t és

j-t. (Ha i-t pozitiv irdnyban g szoggel elforgatjuk, az igy kapott vektor legyen egyenld j-vel. A szogeket radidnokban
meérjiik.)
Az
(1) x = a[(cosu)i+ (sinw)j]
vektor P végpontja — ha u tetszés szerint valtozhat, a pedig allandé — korpélyan mozog, melynek sugara a (1. abra).
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1. dbra

Szarmaztassunk e korbdl ellipszist sszenyomadssal, szakszertibben szolva b/a ardnyt meréleges affinitassal (0 <
b/a £ 1); az affinitas tengelye legyen a kor i irdnyvektora atmérGje. A P pont képe az

(2) y:a(cosu)i+b(sinu)j
helyvektora @ pont (2. abra).

2. dbra

Mig P az a sugaru kort futja be, @ ellipszispalyan halad végig. Ezen ellipszis fél nagytengelye a, fél kistengelye b;
az a sugara kor az ellipszis f6kore.

Megmutathato, hogy a @ pontnak a v/ a? — b2i helyvektoru Fi, és a —v/a? — b2i helyvektora F» pontoktol meért
tavolsag—osszege allando s egyenls 2a-val; Fy és Fy az ellipszis gyajtopontjai vagy fokuszai.

Q@ tehat ellipszispalyan kering, mint a bolygok Kepler 1. torvénye szerint. E torvény kimondja még, hogy a Nap a
palya egyik gyujtopontjaban van.

Kepler idGegyenlete. A kovetkezSkben Osszefiiggést vezetiink le az u sz6g s a t id6 kozott Kepler 2. torvénye
alapjan. Ez megallapitja, hogy a Napot (az egyik fokuszt) a bolygoval Osszekotd vezérsugéar altal ¢ id6 alatt surolt
teriilet egyenesen aranyos t-vel.

Vizsgaljuk elGszor a kérmozgast végz6 P pontot. Novekedjék a ¢ id6 alatt az x vektor iranyszoge zérusrol az u

1
értékre; x ekdzben —au teriileti korcikket strol. Mekkora az a teriilet, amelyen ez id6 alatt az ellipszis jobb oldali F;

gyujtopontjabol P-hez vont Fy P egyenes szakasz seper végig? (Lasd a 3. abrat.)




3. dbra

1
Ezt ugy kapjuk meg, hogy a korcikk §a2u teriiletébdl levonjuk az OF; P haromszog teriiletét. Az el6z6 szakaszban
lattuk: Fy tavolsaga az O kozépponttol v/ a? — b?; ez a haromszog alapja. Magassiga a sinu; a levonando teriilet tehat

1 1
3V a? — b2asinu. Az Fy P egyenes szakasz eszerint t id6 alatt §a2(u — esinu) teriiletet strol, ahol € = v/a? — b?/a.

Az a teriilet, melyet az Iy fokuszbol az ellipszispalyan haladé Q-hoz huzott Fy Q) egyenes szakasz strol a t id6 alatt
(a 3. abran vonalkizva), az el6bb emlitett teriiletbdl b/a ardnyd Osszenyoméssal kaphato. Szameértéke az el6bbiének
b/ a-szorosa:

(3) %ab(u —esinu).

(Egy A teriilett sikidombol A\ aranyt 6sszenyoméssal kapott sikidom teriilete AA. Ezt kénnyen belathatjuk pl. harom-
sz0g esetében, de igaz barmilyen sikidomra.)

Annak feltétele, hogy az Fy gyujtépontbdl Q-hoz vont Fi Q) ,vezérsugar” altal ¢ idG alatt strolt teriilet ¢-vel ardnyos
legyen:

(4) u— esinu = wt,

ahol w = 27/T allando; T az az id6, mely alatt u zérusrél 27-re né (keringési id6). Ez az Osszefiiggés biztositja, hogy
Q ellipszispalyajan a 2. Kepler—torvénynek megfeleléen kering; (4) neve: Kepler idGegyenlete.

A sebesség. Hatarozzuk meg a Kepler—-mozgast végz6 ) pont sebességét. Az u szognek megfelels ¢ id6t részlete-
sebben t(u)-val jel6ljiik, y helyett is y(u)-t irunk. Ha u-t megnoveljiilk Au-val, az y vektor y(u+ Au) = y(u) + Ay-ra,
t(u) pedig t(u + Au) = t(u) + At-re valtozik. A Ay /At atlagsebesség—vektort igy irjuk fel:

5) Ay  Au Ay

At At Au’
Az y vektort (2) mint u fiiggvényét adja meg, u és t kozott (4) ad kapcsolatot. Ezen Osszefiggések alapjan (5) jobb
oldalanak két tényezGjét igy irhatjuk:

Au w Ay Acosu Asinu
Au_ w4y {1 b ..
(©6) At ) Asinu’ Au Y Au + Au ¥

—c Au

itt Acosu = cos(u + Au) — cosu, Asinu = sin(u + Au) — sinu. Ezeket a kifejezéseket helyettesitsiik be (5)-be.
A sebességet a t pillanatban az atlagsebesség hatarértéke adja meg:
Ay

7 = lim —=.

™ V= A ar
A harmonikus rezgémozgas sebességének és gyorsulasanak meghatarozasakor megtanultuk, mi a hatarértéke cosu és
sin v differenciahanyadosanak:

Acosu Asinu

® Ao Aw T T A8 A

= COS U.

Az (5), (6), (7), (8) egyenleteket felhasznélva kapjuk:

w

(9) v [ — a(sinu)i+ b(cosu)j].

1 —¢ecosu

A gyorsulas. A kovetkezSkben a Kepler—mozgast végzé @ pont gyorsulasat hatarozzuk meg.
Elskészitésképpen bevezetjik az

(10) r=y—+va?—b%

vektort, mely az Fy fokuszt Q-val (a Napot a bolygoval) koti Gssze (4. abra).
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A (2) kifejezés és a v a? — b? = ea egyenl6ség felhasznalasaval r-et igy irhatjuk:
(11) r = a(cosu — €)i + b(sinu)j.

Széamitsuk ki ezen vektor r hosszat. Képezve az egymasra meréleges 0sszetevik hosszanak négyzetosszegét, Pitagorasz
tétele értelmében kapjuk:

(12) r=+/a2(cosu — )2 + (bsinu)? = \/a2(e2 cos? u — 2ecosu + 1) = a(1l — £ cosu);

itt a cos®u + sin®u = 1 azonossag segitségével sin u-t cos? u-val fejeztiik ki, majd felhasznaltuk a /a2 — b2 = ea
egyenlGséget, végiil a négyzetgyokvonas elvégzésekor figyelembe vettiik, hogy e cosu sohasem nagyobb 1-nél.

Ratériink a gyorsulas kiszamitasara. Mialatt a ¢ id6 ¢ + At-re novekszik, az u sz6g Au-val ng; v megvaltozasat a
At id6tartam folyaman jeloljik Av-vel. A v sebesség (9) kifejezésének felhasznalasavala Av/At atlaggyorsulast igy
irhatjuk fel:

Av w {_ { sin(u + Au) sinu } b [ cos(u + Au) cosu } }

13 Vv _ _
(13) At At 1—ecos(u+ Au) 1—ecosu 1—ccos(u+ Au) 1—ecosu J

Hozzuk k6z0s nevezdre a szogletes zardjelben allo hanyadosfiiggvényeket. A kdzos nevezs [1 —€ cos(u—i—Au)] (1—ecosu).
Az 1 el6tt szorzoként allo szogletes zardjel szamlaloja

(14) sin(u + Au) — sinu — €[ sin(u + Au) cosu — sinu cos(u + Au)],
a j el6tt alloé
(15) cos(u + Au) — cos u.

A Asinu = sin(u + Au) — sinu, Acosu = cos(u + Au) — cosu roviditésekkel (14) a

(16) Asinu — e(cosuAsinu — sinu — Acosu),
(15) a
(17) Acosu

alakban irhato fel. Célszertd ezen kiviil (13) jobb oldalat Au-val megszorozni és elosztani. A Av/At atlaggyorsulas
szamara ezen atalakitasok elvégzése utan a kovetkezs kifejezést kapjuk:
Av  Au w {+ {(1  cos )Asinu 4 oesi Acosu]i+bAcosu,}
—_— = — a — u 111 U .
At At [1—ecos(u+ Au)|(1 — ecosu) Au Au Au )

A gyorsulast a ¢ pillanatban az atlaggyorsulas hatarértéke adja meg. A Au/At differenciahanyadost (6) alatt
felirtuk, a sinu és a cosu fiiggvény differenciahanyadosanak hatarértékét ismerjiik [lasd a (8) képletet]. A nevez&ben
all6 [1 — e cos(u + Au)]| hatérértéke (1 —ecosu). A pillanatnyi gyorsulas

(18)

. Av
(19 A=A A
vektora szamaéara igy az
wz . . .
(20) a= T ccomu) [a(cosu — €)i+ b(sinw)j]

kifejezést kapjuk (az utolso6 lépésben még egyszer figyelembe vettiik a cos?u+sin?u =1 azZonossagot).

A (20) egyenlet jobb oldalan a szogletes zardjelben (11) szerint az r vektor all, mely Fi-et Q-val (a Napot a
bolygoval) koti Gssze. A nevezében 1 — e cosu pedig (12) értelmében r/a-val egyenld, ahol r az r vektornak a hossza.
Célszert lesz bevezetni az r° = (1/r)r jelolést (r° egységvektor, mely az Fy gyujtopontbol @ felé mutat). Mindezt
felhasznalva, az a gyorsulasvektor szamara kapott (20) kifejezés, ha mind a két oldalat megszorozzuk a bolygo m
tomegével, a kovetkezs alakban irhato fel:

(21) ma = —mwzag’i

r2’
Newton masodik mozgéstorvénye értelmében a tomeg és a gyorsulds ma szorzata egyenls az erével. Latjuk: a bolygora
a Naptol mért r tavolsag négyzetével forditottan aranyos erd hat, Newton gravitacids torvényének megfelelen. Ezen
erd iranyat a — r° egységvektor hatarozza meg: az erGvektor a bolygotol a Nap felé mutat.

Kepler (4) idSegyenletével kapcsolatosan megallapitottuk, hogy w = 27 /T, ahol T a keringési ids. Igy tehat w?a® =
(2m)?(a®/T?). A 3. Kepler—torvény kimondja: az a fél nagytengely kobének s a T keringési id6 négyzetének hanyadosa
a Naprendszer minden bolygéjara ugyanaz az érték. (Egyébként mas Gton meg lehet mutatni, hogy w?a® = fM, ahol
M a Nap tomege, f pedig a bolygé s a Nap tomegétol fliggetlen allando.)

Megjegyzés. A fentiekben elkeriiltiik a hivatkozast a kiilonféle (pl. a hanvadosfiiggvényre, kozvetett fiiggvényre
érvényes) derivélasi szabalyokra. Ezekre hivatkozva a levezetést rovidebbé, gépiesebbé tehetjiik.



