Polinomok és végtelen polinomok
I. rész

Polinomokkal gyakran foglalkozunk a kdzépiskoldban, de majdnem kizarélag egyenletek megoldaséaval kapcsolatban.
Sok masféle alkalmazéasuk koziil itt egy egészen eliité természett alkalmazast fogok bemutatni.
Ismerjiik a binomidlis tételt. Eszerint

(z+1)" = (Z)x”—l— <n7il>a:"1+...—|—<Z>xk+...—|—<?>z+ (g)

Ebbél kiindulva a hatvanyozas azonossagai binomidlis egyiitthatok kozti dsszefliggésekhez vezetnek el benniinket. Ha
az

(z+ D)™ (@ +1)" = (z+1)"",

tovabbé az

s+ )"+ @+ )" T+ + 1)+ 1) =

=(+1)=-D((@+D)"+ @@+ )" " +.. 4 @+1)+1)=(z+ )" -1
azonossagok két oldalanak tagokra bontott alakjaban kiszamitjuk 2" ill. az utobbinal kényelem kedvéert 2*+!
hatojat, ez arra vezet, hogy

| E)E ()65 -+ 6) 0+ ()6 = ()
. )= (5 ) e ()= Gn)

Az els6nek specialis esete m = 1-re a jol ismert

(Z>+(;€i1> - (n?)

Osszefiiggés. Utobbinak felhasznalasaval mindkét azonossag helyessége konnyen igazolhatd pl. n-re vonatkozd teljes
indukcidval vagy taldlhaté olyan kombinatorikai probléma, amelyet kiilénb6z6 meggondolasokkal oldva meg, a bal, ill.
a jobb oldalt kapjuk eredményiil.

Ugyancsak meglehetGsen ismert és kdnnyen igazolhat6 az

egyltt-

@+ D)@+ 1) +1)... @+ ) =2 2 a1

azonossag. Itt a jobb oldalon z* egyiitthatéja 1, ha 0 < k < 22" — 1, a bal oldalon viszont minden egyes tag ugy ke-
letkezik, hogy minden tényez6bdl kivalasztunk egy—egy tagot, ezeket Osszeszorozzuk és az igy keletkezd Gsszes tagokat
osszeadjuk. Esetiinkben az egyes tényez6kbdl vagy 1 = 2°-t valaszthatunk vagy z-nek 2 valamelyik hatvanyéara emelt
hatvanyat. A minden tényez6bsl az 1 kivalasztasaval keletkez6 1-en kiviil tehat z-nek olyan hatvanyai keletkeznek,
amelyek kitevGje a 2 alapszam kiilonbozs, n-ediknél alacsonyabb hatvanyainak Osszege. Azt kaptuk tehat, hogy min-
den 2"-nél kisebb szam elgallithato 2-nek kiilonboz6 (n-ediknél alacsonyabb) hatvanyainak Gsszegeként, és mindegyik
csak egyféleképpen; mas széval minden szam felirhato éspedig csak egyféleképpen a 2-es alapi szamrendszerben. Ez
természetesen egyszertien belathaté polinomok hasznalata nélkiil is.
Az olvasora bizzuk, hogy éallitsa el6, ha q, ill. ¢1, q2, ..., ¢, az 1-nél nagyobb egészek, az

n—1

(Ida+... +27 )1 +a9+22+ . 420D (1427 422" 4 4 gleDd),
tovabbé az

(A+z+... +22 H(A 422 220 4+
_|_I(q2—l)q1)_'_(1_|_Iq1---qn71 +I2q1~~~Qn71+.'.+Iq1~~~Qn71(Qn_1))

szorzat tagokra bontott alakjat és fogalmazza meg az egyiitthat6—Osszehasonlitas szolgaltatta Osszefiiggést.

Ezeknek az alkalmazasoknak a kiilonlegessége abban all, hogy itt & hatvanyainak alig volt szerepe. A polinomok
egyiitthatoi sorozata kozt olvastunk le dsszefliggéseket és = hatvanyai csak mintegy ezen sorozatok elemeinek szétva-
lasztasara szolgaltak, de ugy, hogy mégis az egész sorozattal mint egyetlen egységgel szamolhattunk.

Polinomjaink kozt atalakitasokat tudunk végezni: Osszeadjuk, szorozzuk, kivonjuk Gket, eztiton djra polinomot
kapunk, és az atalakitasokkal nyert polinomok kozti Osszefliggések elvezetnek a sorozatokra vonatkozo osszefiiggésekhez.



Az osztas mar nem mindig végezhetd el polinomok kozt, nem mindig vezet Gjra polinomhoz. Bizonyara sokan tudjak,
hogy az egyvaltozos polinomok kérében végezhetd azonban maradékos osztas, hasonléan, mint az egész szamok kdzott.
Ha pl. z* + 23 + 22 + 2 + 1-et 22 — 1-gyel akarjuk osztani, akkor elgszor is keresiink egy olyan egytagi polinomot,
amellyel 2% — 1-et szorozva a legmagasabb foki tag ? lesz és 2° — 1-nek ezzel valo szorzatat levonjuk az osztandobol.
A szoban forgo szorzé x2 és levonas utan z° + 222 +  + 1 marad. Ebbél ismét levonjuk 2 — 1-nek z-szeresét, és az
eljarast addig folytatjuk, amig a maradék masodnal alacsonyabb fokt nem lesz. Az adott esetben pl. azt kapjuk, hogy

sttt 1= (22— 1)(2® + 24 2) + 22 + 3,

tehat 22 + = + 2 az osztas hanyadosa és 2z + 3 a maradék. Ez a maradék mar alacsonyabb fokd, mint az oszto, s igy
az utobbi nem szorozhat6 olyan polinommal, hogy a szorzat legmagasabb foku tagja 2z legyen.

Felmeriil azonban az a gondolat, hogy ez a nehézség nem 1ép fel, ha x névekvs hatvanyai szerint haladva probaljuk
elsallitani a hanyadost. Adott példankban elgszor x2 — 1-nek a (—1)-szeresét vonjuk le az osztandébol, majd az
x4 222 + 2® + 2 polinombol az osztd (—x)-szeresét, majd a (—2x2)-szeresét, a (—2x>)-szorosat. Eddig jutva pl. azt
kapjuk, hogy

T+z+a?4+ 2%+t = (-1+2%) (-1 — 2 — 222 — 223) 4 327 4 225,

Most nincs akadalya annak, hogy folytassuk az eljarast, és kdnnyid meggy6z6dni rola, hogy a tovabbi egyiitthatok

felvaltva (—3) és (—2) lesznek, azaz

l+ox+2®+2° +at = (-1+2%) (-1 -2 —22? — 223 — 32" — 22° — 320~
—2x7 — 328 ...).

Mit értsiink azonban ezen; egyaltalan mit értsiink egy olyan polinomon, amiben z minden hatvanya vagy altalaban
végtelen sok hatvanya fellep? Esetiinkben a konstans és az els6foku tag (—1) egylitthatoval szerepel, a mésod- és
harmadfoku tag (—2) egyiitthatoval, és minden magasabb paros foku tag (—3) egyiitthatoval, a paratlan fokaak (—2)
egylitthatoval. Helyezkedjiink arra az allaspontra, hogy az osztas ilyen kifejezésre vezetett, tehat ezutan szamolunk
ilyenekkel is, egyszerten jelsorozatoknak fogjuk tekinteni ezeket és végtelen polinomoknak nevezziik Gket.

Legyen

P=cot+ciz+cx®>+...4cpz™+... 68
Q=dyo+dix+dox®+...+dpz" + ...
két végtelen polinom, a ¢;, d; egylitthatok tetszés szerinti szamok, pl. valos szamok. A végtelen polinomok koézott termé-
szetesen szerepelnek a kozonséges (véges) polinomok is, ezek azok, amelyekben valahonnan kezdve minden egyiitthato
0. Két jelsorozat, két végtelen polinom kiilonb6z6, amint van z-nek olyan hatvanya, amelyiknek a két végtelen poli-
nomban kiilénb6z6 az egyiitthatoja. Kézenfekvs, hogy végtelen polinomok Gsszegén és szorzatan a kovetkezot értsiik:
P+Q=(co+do)ci +di)x+ (ca+do)x® + ...+ (cp +dp)x™ + ...,
(2) P-Q = (codo) + (cody + c1do)x + (cods + c1dy + cado)x® + ... + (cod,+
+cidp—1 + cadp—o 4+ ...+ Ccp_ods + cp_1d1 + cndo)x" + ...

Vilagos, hogy a miiveletek ilyen értelmezése véges polinomokra helyesen adja meg azok Gsszegét, ill. szorzatat. Azt

is konnyd belatni, hogy a kivonas is mindig elvégezhetd, az
R=(co—do)+ (c1 —di)x+ (co —d2)x® + ...+ (cn — dp)a™ + ...

polinomra teljesiil, hogy P = @ + R, és ez az egyetlen ilyen polinom, ez tehat a P és @ kiilonbsége: a P — ) polinom.
Specialisan a —Q = —dy — dyx — dgx® — ... — d,z"™ — ... polinomot Q-hoz adva 0-t kapunk, azt a végtelen polinomot,
amelyiknek minden egyiitthatdja 0. Az utdbbi végtelen polinom hozzdadasa barmelyik polinomhoz nem valtoztatja
azt meg. A miiveletek ilyen értelmezése mellett helyes lesz az

l+z+a?+2°8 +a2t = (—14+2H) (-1 -2 —22% — 225~
—3z% — 225 — 328 — ... =32 — 22T — )

2+ +1

egyenlGség is. A végtelen polinomok korében tehat az 5
x

osztas is elvégezhets, ez a kifejezés is

egy végtelen polinom més alakja egyszerten, a jobb oldali masodik tényez6é Ezt a hanyadost azonban masképp is
atalakithatjuk végtelen polinomma:

a2+t +r+1 (4 1)@ +2)+1 2B+ 1 B
22 —1 4+ DE-1)  z—-1  (z+D(x-1)
1 5 1
—x3_1+($_1)+2+5<($+1)($_1))—x2+x+2+i— 3
N x—1 (x+D)(z—-1) r—1 z+4+1

1Ugy latszik, mintha a végtelen polinomok kdrében az osztas is mindig elvégezhetd volna. Az olvaséra bizzuk annak meggondolasat,
hogy ez az allitas helyes-e vagy sem. A kovetkezSket nem érinti az, hogy mi a kérdésre a pontos valasz.



Itt az utolsé két tortet a fentiek mintajara végtelen polinommé alakitva azt kapjuk, hogy

5
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és ezek kiilonbségét beirva a fenti egyenlGség jobb oldalaba, igy is a méar talalt hadnyadost kapjuk.
Megjegyezziik, hogy a fenti azonossag elsG és utolso részét x° — 1-gyel szorozva viszont azt kapjuk, hogy

5 1
$4+$3+$2+.’L‘+1=($2+$+2)($2—1)+5($+1)—5(1‘—1):

=@+ +2)(2*—1)+2z+3,

vagyis a (véges polinomok kérében végezhets) maradékos osztas fentebb mar megtalalt eredményét. Ez nem is meglepd,
hiszen egy végtelen polinom z (névekedd) hatvanyai szerint rendezett alakja egyértelmiien meg van hatarozva.
A fenti két atalakitas a kovetkezoknek egy—egy szammal valo szorzasabol kaphato:

1
(3) 1—:1—|—3;—|—x2—|—...—|—3:n—|—...,i11.
—x
1
=l-—z4+22 -3+ . F(=D"2"+....
1+

Ezek koziil is megkaphato a méasodikbol az elss, « helyébe —a-et irva (és forditva is).
Szorozzunk most egy tetszés szerinti végtelen polinomot, pl. a fenti P-t 1/(1 — z)-szel:

1
P-m:(co—i—clx—i—...cnx"—i—...)(l—|—x—|—...+:1c"+...):
=co+(co+e)r+(coter+ea)x?+.. 4 (coter+...den)a™ +. ...

Egy polinomnak 1/(1—x)-szel val6 szorzataban tehat az n-ed foku tag egyiitthatoja az eredeti polinom egyiitthatoinak
az Osszege a 0-d fokutoél az n-ed foku egyiitthatoig. Megprobalhatjuk ennek segitségével levezetni pl. a kombinatorikaboél
binomialis egylitthatok Gsszegére és valtakozo elGjellel vett Gsszegére vonatkozo ismert Osszefiiggéseket. Az

(6)+ ()2 ()
osszeget az (1+ )" /(1 — z) polinom alakjébol olvashatjuk le.
=0 () 0)
+<<g> + <7;> + <Z)>x2 4o+ <<0) + (711)
+<<g) + (711) — ot (Z))x”“ — ot ((g) + <711>
Masrészt igy alakithatjuk &t a hanyadost:
(et 2@ (4

1—z 11—z T1-z
(I—a2)(2" ' +2" 21 +a)+...+2(1+2)" 2+ (1 +2)"})

3

+...+
+ ...+

1—x
=2"1+az+2’+... 42" +..)— 2" +2" (1 +2)+... +2(1+2)" 2+ (1 +2)" ).

Itt valoban az n-ed és magasabb foka tagok egyiitthatoja 2", vagyis

v () () 2+ ()=



amint azt mas (tegyiik hozza, sokkal egyszertibb) tton méar belattuk. Leolvashatunk azonban Osszefiiggeést az alacso-
nyabb foku tagok egyiitthatéinak dsszehasonlitdsabol is: ha 0 < k < n — 1, akkor

6+ () ()G
() (") (1)

Itt a jobb oldal els6 tagja helyébe (4) baloldalat irva és felhasznélva a binomidlis egyiitthatok szimmetriatulajdonsagat,
eredményiinket igy is irhatjuk:

(@) () e i) = e (s (7))

Egy kicsit attekinthetébb alakot kapunk, ha n — k — 1 helyett egy betiit, mondjuk l-et irunk és a jobb oldalon is
hasznaljuk a binomiélis egyiitthatok szimmetridjat:
ha 0 <1 <n -1, akkor

(g‘>+(§‘>+...+(7> — ol (”;l)zl—w(”‘;“)zl—2+...+ (7:12>2+ (”1‘1).

Speciélisan I = n — 1-re a bal oldalon (4) szerint 2" — 1 &ll, a jobb oldalon viszont minden binomialis egyiitthato 1
lesz, s igy azt kapjuk, hogy
on_1=2or"tyon2 4 4241,

azaz a mértani sor Osszegképletét a 2 hanyados esetére.
A binomiélis egylitthatok valtakozo elGjeli Osszegére ugyanezzel a gondolatmenettel azt kapjuk, hogy

0= 5 (6)- ()= () )+
G ()G e (G)- () 6) -
+(—1)"<Z>>x"+m+...

Masfeldl azonban a bal oldalon most véges polinom all:

(1—z)"t=1- <"I 1)x—|— <n; 1)952 -+ (—1)"1<Z: Dx"l

Igy az n-ed és magasabb foku tag egyiitthatoja 0, azaz

(&) =()+)-er() o

és az alacsonyabb foku egyiitthatokra az egyszerd Osszefiiggés adodik itt:

ha 0 <k <n— 1, akkor
0)-(0)+0)- (- ()

Ajanljuk az olvasénak, hogy bizonyitsa ezt be polinomok felhasznéalasa nélkiil is.
Megkaphatjuk ezuton a mértani sor dsszegképletét is. Arra az esetre szoritkozva, amikor az els tag 1, az 1+ g +
@+ ...+ ¢" ! osszeget az

11
es

l4qgr+ ¢z +.. . +q"z"+...=
1—qx 11—z

szorzataban 2! egyiitthatoja adja meg. A szorzatot, ha ¢ # 1, igy alakithatjuk at:

1 _l—qr—q(l—2x) 1 I g 1
1-z)1-qgx) (Q1-2)1-gqz) 1-¢q¢ 1-q l—2 1-—q 1—gqz

1
:Tq(1+x+x2+...+x"+...)—1qTq(1+qx+q2x2+...+q”x”+...).



Igy "1 egyiitthatoja
1 1—q"
— 4 ¢l = 4 =14+q+¢+...+¢v L
I—q 1-g¢q l—q

Ha ¢ =1, akkor az

1
m:1—|—2:1:—|—3a:2—|—4:1:3—|—...—|—(n—|—1)3:”—0—...

Osszefiiggésre jutunk, akar a sor Osszegét nézziik ebben az esetben, akar (3) jobb oldalét szorozzuk (2) szerint onmagaval.

Szorozzuk most az utols6 végtelen polinomot djra 1/(1 — z)-szel, akkor a szorzatban z™ egyiitthatéja 1+ 24 3 +
...+ (n+1) lesz, amit (1) speciélis esetének tekinthetiink, ha n helyébe n + l-et, k helyébe pedig 1-et irunk. Igy (3)
jobb oldalat figyelembe véve azt kapjuk, hogy

1 4 n+2

Hasonléan menve tovabb, ha ezt szorozzuk 1/(1 — x)-szel, 2" egyiitthatojanak (1) bal oldala adodik, most n helyett
n + 2-vel és k helyett 2-vel. Ehelyett a jobb oldalat irva azt kapjuk, hogy

ﬁ:u(§>x+(g)x2+...+(n§3>x"+..-

1 _1 k 1+Ek\ o n+k—-1\ ,
m— + k1 T + k1 ot 4+ ..+ k1 AR S

A végtelen polinomok sokféle alkalmazasa koziil még egyre mutatunk itt példat. Ismeretes a Fibonacci—féle sorozat,
amelyiknek els§ két eleme 1, a tovabbiak mindegyike pedig az 6t megel6z6 kettének az Osszege. Kezdjiik az elemek
indexezését 0-val, akkor ug =u; =1 éshan = 2,

és altalaban

(5) Up = Up—1 + Un—2.
Ez a rekurziv definicié médot ad a sorozat elemeinek egymaés utdni meghatarozaséra:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...

J6 volna azonban egy olyan eljaras, aminek segitségével u,-et tetszés szerinti n-re meghatarozhatjuk az eltte levék
kiszamitasa nélkiil is. A feladatot fogalmazhatjuk gy, hogy az

U=ug+uz—+uz?+...4+ua”+...

végtelen polinom egyiitthatoit szeretnénk meghatarozni. Erre a polinomra vonatkozoan konnyen nyerhetiink 6sszefiig-
gést az (5) egyenletbdl, ha azt z™-nel megszorozzuk és n = 2, 3, 4, .. .-re 6sszeadjuk:

uox® +uzx® + . Funr” .= (ua® Fugx® 4 Uy L)+

+(uoz?® +urx® + . Uup_ox™ + ).

A j9bb oldalon a masodik zar6jelben 2°U van, az elsében ugz = z hijan 2U, a bal oldal pedig uo + u12 = 1 + z hijan
U. Igy, ha mindkét oldalhoz 1 + z-et adunk, azt kapjuk, hogy

1

U= 1+($+5E2)U7 Vagyis U= m
Ezt végtelen polinomma, alakithatjuk pl. (3) alapjan, ott 2 helyébe x + 2%-et irva:

1

U= 1—(z+2a?)

=1+ @+ +@+2®) @+ +. (w2

Itt a k-adik hatvanybol akkor adodik n-ed foku tag, ha n/2 < k < n. Ekkor (z 4+ 2%)* = 2 - (1 + 2)*-nak n-ed foku

tagja
k n
z".
n—=k
n+1

Itt k a legkisebb egésztél, ami nem kisebb g—nél, megy n-ig: Az el6bbit irhatjuk {T] alakban, ahol a szogletes

zarojel az egeész részt jeloli. Igy U(x) n-ed foku tagjanak az egyiitthatoja

w= (P21 (F L) e ()



1
vagy, mivel konnyen lathato, hogy n — {n;— ] = [g},

= ()4 (P21 e ()

1 5 1 5 1 5
Végtelen polinommaé alakithatjuk azonban U-t mas médon is. A nevezd gyokei §:I:§, igy az irhat6 | © — 5~ g 5~ % —x
alakban; célszerd lesz, hogy a konstans tag mindegyik tényez6ben 1 legyen, az egyes tényezSket a megfelels gyokkel
1 5 5 1
elosztani, tehat a szorzatot (5 + g <—§ + 5] = —1-gyel. Mivel mindegyik gyok reciproka eszerint a méasik

negativja, igy

l—z—22= (1—1—\/52_1;10) <1—\/52+1x>.

(Ennek helyességérdl beszorzéssal konnyen meggy6zédhetiink.) Ennek alapjan U igy alakithato at, ismét felhasznélva

5—1 5+1
(3)-at, z helyett (— \/—2 x) -szel, ill. \/—; x-szel:

1

VE-1 NS
<1+ 5 :c)(l— 5 x)

\/5+1< \/5—1> \/5—1< \/5+1>
1+ x| + 1-— €T

U:

25 2 25 2
VB—1 VB+1 a
1+ 5 €T 1-— 5 €T
_ Vet 1 LVE-1 1 B
25 VB 41 2v/5 V-1
1-— 5 €T 1+ 5 €T
VB +1 V41 V1) V1)
Wi <1+ 5 :c—i—( 5 ) x2+...+< 5 ) T +...>+

2 n
+\/25\/—51 (1— \/52_1334— <\/§2_1> 4.+ (—\/52_1> a:"—|—>

Innen az n-ed fokua tag egyiitthatdjara egy egész mas alakot kapunk:

- 1 \/5+1 n+1 1_\/5 n+1
un—% 5 — 5 .

Els6 ranézésre legfeljebb annyi vilagos, hogy a kéttagtiak hatvanyait tagokra bontva V5 péaros hatvanyai a kiilonbségbél
kiesnek, s igy racionalis szamot ad a jobb oldal. A mondott atalakitast elvégezve a kovetkezot kapjuk:

= (T (e () (o L) o e

Egy kis szamolassal ellenérizhetjiik, hogy mindegyik formulank helyesen adja pl. a sorozat feljebb kiszamitott elemeit.

Ez a néhany példa talan eléggé illusztralhatja a végtelen polinomok hasznalhatosagat. Feltiinhetett azonban az
olvasonak, hogy a nyert Gsszefiiggésekrsl sohasem allitottuk, hogy bebizonyitottuk 6ket. Vagy utaltunk polinomoktol
fiiggetlen bizonyitasra, vagy csak néhany esetben vald kiprobaldsara utaltunk. Valéban, még véges polinomok esetén
sem vilagos, miért hivatkozhatunk két polinom egyezésébdl a megfelels egyiitthatok megegyezésére. Hiszen két polinom
megegyezésén azt értettiik, hogy minden x értékre ugyanaz a két polinom helyettesitési értéke. De miért ne adhatnanak
kiilonboz6 alaka kifejezések minden z-re egyenlS helyettesitési értéket? Hiszen trigonometrikus kifejezéseknél mar
béséges tapasztalatunk van arrél, hogy alakilag nagyon kiilénb6z6 kifejezések a benniik szerepld bettik minden értéke
mellett megegyeznek, ha ezt néha nem is kdnnyd bizonyitani. Némi probalgatassal belathatjuk példaul, hogy

. 3 .
sin®z + cos® 2 6s 1—Zsm22x

)



minden z-re ugyanazt az értéket veszi fel. Ennek még a magyarazatat sem nehéz megadni.
A cikk folytatasaban tehat elgszor is kézelebbrdl megnézziik, mit is tudunk a végtelen polinomokroél. Belatjuk, hogy
levezetéseink szigor bizonyitést adnak a nyert Gsszefliggésekre; ezutan tovabbi alkalmazasokat mutatunk.



