Mohr ,,Euclides Danicus”-a

A geometriai szerkesztések segédeszkoze a vonalzo és a korzé. A vonalzdt két adott ponton atmend egyenes huzé-
séra, a korz6t adott pont koriil két adott pont tavolsdgaval egyenls sugari kor rajzolasara hasznaljuk. Szerkesztett
pontoknak csak azokat a pontokat tekintjiik, amelyeket az ilyen m6don megrajzolt egyenesek és korok metszéspontjai
szolgaltatnak. A mar szerkesztett pontokat a tovabbi szerkesztésekben adottnak vessziik.

A korzdvel és vonalzoval elvégezhets szerkesztések tehat a kovetkezd haromféle alapszerkesztésbdl tehetSk Gssze: 1.
két egyenes, 2. egyenes és kor és 3. két kor metszéspontjainak szerkesztésébdl.

A XVIIIL. szézad végén M ascherondl megmutatta, hogy az 6sszes mértani szerkesztések csupan korzével is elvégez-
hetok ] Mascheroni érdekes folfedezését ,La geometria del compasso” cimid munkijaban 1797-ben Pavidban kozolte. E
dolgozat annak idején nagy feltiinést keltett és szerzGje nevét a tudomany torténetében emlékezetessé tette.

Csak sokkal kés6bb szerzett arrél tudomaést a matematikus vilag, hogy G. Mohr dan matematikus mar 125 évvel
Mascheroni el6tt ugyanerre az eredményre jutott ,,Euclides Danicus” cimd mtvében.

EUCLIDES DANICUS,
Befraande udi Too Decls.
Denb Torfie Deel 2 Handler udaf d¢ Sex

Ferfte/ Eucripts Raqer/ deder ubi begreine
Muaitunftige Wereitcter,

%cnb ?’"}?‘" Dk t@k@:tt Anicdrting As-
Millige Werchitneter at qure, foin Sbaring’ Rering/ Declmg /! -
(gﬁnburfr?mm?ﬂoc Soolevijfere. ‘Ju[tm}/rtnéb 9
0 Circtel: Foruden Coniof at bruge) mied Star
veifer of SRuder. .
Zovefliflet.
o

Prenfet i Wnflerdatm af Jacob ban Belft,
o Authore, Aav 1672,

A Lonye cimlapja

Georg Mohr, vagy valodi nevén Mohrendal (Mohrenthal), 1640. aprilis 1-én Koppenhagaban sziiletett, hol atyja
keresked6 volt és a kérhaz feliigyelGje. Ifju koratol fogva a matematika felé vonzédott. Mint 22 éves fiatal ember
Anglidba, Franciaorszagba és Hollandidba ment a matematikdban alapos ismeretekre szert tenni, mely alkalommal
szamos tudoéssal, pl. Leibnizcel és Tschirnhausszal [ is megismerkedett. Hosszabb ideig tart6 tavollét utan hazajaba
visszatérvén, csakis tudoméanyos kutatasainak élt. 1687-ben Hollandidba tette at tartozkodasa helyét. Végiil 1695-ben
baratjanak, Tschirnhausnak unszolasara Kieslingswaldeba koltozott at, hogy tudomanyos tevékenységében segitségére
legyen, ahol 1697. januar 26-an meg is halt.

Mohr t6bb mitivet irt, de kéziratai 1672-ben az akkori habortukban nagyrészt elvesztek. Egyetlen mive maradt rank,
s ez a mar font emlitett ,,Fuclides Danicus”, mely éppen 300 évvel ezel6tt, 1672-ben jelent meg Amsterdamban dén és
holland nyelven, anélkiil azonban, hogy figyelmet keltett volna, mert az értekezés cime nem volt a legszerencsésebben
vélasztott, s emiatt azt hitték, hogy Fuklides ,,Elemek” cimd mivének kivonata vagy forditasa. A munka, bar puszta
cime Murhard ,,Bibliotheca mathematica” (Lips. 1797-1805) cimi konyvészeti miive II. kétetében (a 36-37. lapon) a
holland Euklides—forditasok kozott megtalalhato, a tudoményos irodalomban teljesen ismeretlen maradt. Csak 1928-
ban tereldott ra a kozfigyelem, midén V. Beck, akkoriban egyetemi hallgatod, egy koppenhagai konyvarusnal megtalalta
a mi egy holland nyelvi példanyat; Johannes Hjelmslev koppenhagai egyetemi tanar pedig, kinek a koényvet Beck
megmutatta s ki azt nagy érdekl§déssel attanulmanyozta, ismertetést irt rola.

Mohr mitve a koppenhégai akadémia kiadasaban 1928-ban Koppenhagaban tjra megjelent eredeti dan nyelven,
melyhez hazankfia, Pdl Gyula német forditasat csatoltak.

! Lorenzo Mascheroni, 1750. majus 14-én sziiletett Bergamo mellett Castagnettoban, meghalt 1800. jalius 30-an Péarizsban; szerzetes
volt és a bergamoi liceumon, kés6bb a paviai egyetemen matematikat tanitott.

2Megjegyezziik, hogy az olyan feladatokat, amelyek egyenesek huzasat kivanjak, megoldottnak tekintjiik, ha két pontjat meg tudjuk az
egyenesnek szerkeszteni.

3Ehrenfried Walther von Tschirnhaus grof 1651, aprilis 10-én sziiletett Gorlitz mellett Kieslingswaldeban, meghalt 1708. oktober 11-én
Drezdaban. Az optikai miiszerek javitasaval foglalkozott; vordsrézbdl oridsi gyujtotiikrdt készitett, mely a drezdai ,,matematikai szalon”-ban
még ma is lathato.



A szoban forgd munka els§ részében a szerzé az Fuklides—féle ,Elemek” els6 hat konyvében elGforduld Gsszes
szerkesztési feladatot csupén korzével oldja meg; a masodik és egyszersmind utolsé részben a pusztén korzé segitségével
végrehajtott szerkesztések kiilonféle alkalmazasait targyalja.

A kovetkezGkben ismertetni ohajtjuk a Mohr—féle szerkesztések koziil azokat, amelyek segitségével a geometria
Osszes szerkesztési feladatai megoldhatok. A feladatok a kdvetkezdk:

1. feladat. Hatarozzuk meg valamely AO téavolsag kétszeresét.

Megoldas: O koriil AO sugarral kort rajzolunk, melynek keriiletére az A pontbol kiindulva haromszor ramérjiik az
AQO sugarat mint hurt; az utolsoé osztasi pont a kornek A-val atellenes D pontja. Emiatt A, O és D egy egyenesben

fekiisznek és
AD =2-A0.

Ezen eljaras tobbszori alkalmazasaval szerkeszthetiink olyan N pontot hogy
AN =n - AB,
ahol n egész szamot jelent.

2. feladat. Osszuk az adott kor keriiletét négy egyenls részre.
Megoldas: A kor tetszés szerinti A pontjabol kiindulva az AO sugarat haromszor ramérjiik ugy, hogy AB = BC =
CD = OA-val.
Ezutan A és D pontokbodl mint kézéppontokbol AC = BD sugarral koriveket rajzolunk; ezek metszéspontjat E-vel
jeloljiik.
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Ha most A pontb6l OF sugarral az adott kort F-ben atmetssziik, akkor AF' a korbe irt szabélyos négyszognek
egyik oldala lesz.

Bizonyitas: Minthogy az AC'D derékszogt haromszogben AD = 2 - CD, azért
AC? =3.CD?,

amibdl kovetkezik, hogy az AOFE derékszogii haromszoghen

OFE? =2 A0?,
vagyis OF a 90°-t hdrnak a hossza.

3. feladat. Adva van két tavolsdg AB és C'D oly médon, hogy AB = 2 - CD; felezziik az AB tavolsagot.

Megoldas: C pontbol CD tavolsaggal félkort irunk le, melyre a sugarat haromszor ramérjiik, agy, hogy DE =
EFF =FG=CD.
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Most A-bol GE korzényilassal korivet rajzolunk és azt H-ban olyan korivvel metssziik at, melynek sugara DFE),
kozéppontja pedig B. Végre B-b6l és H-bol C'D korzényilassal egymast metszd koriveket rajzolunk. Ha az igy nyert
pontok koziil J azon pont, melynek A-t6l vald tavolsaga C D-vel egyenls, akkor J az AB téavolsag felezGpontja.

4. feladat. Felezziik az AB tavolsagot.

Megoldas: Mindenekel6tt meghatarozzuk a C és D pontokat tgy, hogy azok AB-vel egy egyenesbe essenek és
CA = AB = BD legyen. Azutan rajzoljunk C és D pontokbdol BC = AD tavolsaggal koriveket; ezek metszéspontjat
E-vel jeloljiik.



Most a CFE és DFE tavolsagot az el6bb bemutatott szerkesztés szerint F-ben és G-ben felezziik. Ha végre F-bdl és
G-b6l E ponton at koriveket rajzolunk, melyek egymast még M pontban metszik, akkor M-ben a keresett felezGpontot

nyerjiik.

5. feladat. Ejtsiink valamely AB egyenesre kiviile fekvé C' pontbol merdleges egyenest és hatarozzuk meg ennek M
talppontjat.

Megoldas: A-bol és B-bdl C' ponton at koriveket rajzolunk, melyek még D-ben metszik egymast. Ha most a 4.
feladat szerint felezziik a C'D tavolsagot M-ben, akkor az M pont a C pontnal AB-re ejtett merdleges talppontja.

6. feladat. Emeljink valamely AB egyenesre ennek A pontjaban adott nagysigi AC merdlegest.

Megoldas: AB folé a 4. alapjan félkort rajzolunk és A-bol az adott tavolsaggal korivet irunk le, mely a félkort
D-ben metszi (foltéve, hogy az adott tavolsag kisebb AB-nél). Ezutan a 2. alapjan felezziik a félkort £ pontban.
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Most E-b6l mint kézéppontbol BE sugarral korivet irunk le és meghatarozzuk a B-vel atellenes F' pontot. Ezek
megtorténte utan F pontbol BD sugarral a BF {6lé rajzolt félkort G-ben atmetssziik.
Ha végre B-bsl BG sugarral az adott tavolsaggal A-bol rajzolt korivet C-ben atmetssziik, akkor AC a keresett

merGleges.
Bizonyitas: Az ABD derékszogti haromszogben

BD? = AB? — AD?,

az ABE egyenld szaru derékszogd haromszogben

2. BE? = AB?,

és a BF'G derékszogi haromszogben

BG? = BF? — BG?.
Csakhogy BF =2 BE és I'G = BD, tehat

BG? = AB? + AD?.

De az ABC haromszogben BC = BG és AC' = AD, amibdl kovetkezik, hogy AC az AB-vel derékszoget képez.
Megjegyezziik, hogy ha az adott tavolsag nem volna kisebb AB-nél, vagyis nem lehetne az AB {6lé rajzolt félkorre
ravinni, akkor az AB tavolsag kétszeresét, haromszorosat, . . ., n-szeresét kell venni és a félkort e f6lé kell rajzolni, hogy

célt érjiink.
7. feladat. Az A és B pontjaival megadott egyenesre vigyiik fel A-t6l a megadott M N tavolsagot.



Megoldas: Mindenekel6tt meghatarozzuk az el6bb bemutatott szerkesztés segitségével a C' pontot ugy, hogy AC
az AB egyenesre merélegesen alljon és M N-nel egyenld legyen. Azutan meghatarozzuk a 2. feladat szerint az A-bol
AC sugarral leirt koron a P és @ pontokat ugy, hogy azok AB-vel egy egyenesbe essenek. Akkor AP = AQ = M N.

8. feladat. Keressiik harom tavolsaghoz a negyedik aranyost.

Megoldas: Legyenek az adott tavolsagok AB, C'D, EF és keressiik azt az M N tavolsagot, melyre nézve
AB:CD=EF: MN.

Az altalanossag rovasa nélkiil feltehetjiik, hogy
AB > EF,

mert AB < EF esetében mindig vehetiink olyan n egész szamot, hogy n- AB nagyobb legyen FF-nél, és akkor n-AB-,
n - CD- és EF-hez keressiik a negyedik aranyost.

A szerkesztés menete a kovetkezo:

Az AB egyenesen meghatarozzuk a G pontot ugy, hogy AG = CD legyen. Ezutan AB f6lé félkort rajzolunk és A-
bol EF sugarral H-ban dtmetssziik. Végre meghatarozzuk a G pontbol AH-ra ejtett merdleges egyenes J talppontjat.
Akkor AJ tavolsag a keresett negyedik ardnyos lesz.

9. feladat. Keressiik az A és B, illet6leg a C és D pontok &ltal adott egyenesek metszéspontjat.

Megoldas: Jeloljiik a C' és D pontokbol AB-re bocsatott merdleges egyenesek talppontjat E-vel és F-fel, és messe
a CD egyenes AB-t az M-ben.
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Ha C és D az AB egyenes kiilonb6z6 oldalain fekszenek, akkor
(CE+ DF):CE=FEF:EM.
Ha pedig a C és D pont az AB egyenes ugyanazon oldalara esik, akkor
(CE—DF):CE=EF:EM.
Am CE, DF, EF ismertek, és igy EM a 7. és 8. feladat alapjan megszerkeszthet. Ha mar most EM-et ismerjiik,
akkor az M pont helyzetét nyerjiik, ha E-t6l az AB-re ravissziik az EM tavolsagot.
10. feladat. Hatarozzuk meg az A és B pontjaival megadott egyenes metszéspontjait az O kdzéppontt és OC' sugara

korrel.

Megoldas: a) O az AB egyenesen kiviil van. A-bol és B-bsl AO, ill. BO sugarral koriveket rajzolunk, melyek még
P-ben metszik egyméast. Most P-bdl mint kozéppontbol OC sugérral kort rajzolunk. A két kor M és N metszéspontjai
az adott kor és az AB egyenes metszéspontjai.

b) O az AB egyenesen van. Ez esetben meghatarozzuk az AB egyenesen az M és N pontokat ugy, hogy OM =
ON = OC legyen.

Latjuk tehat, hogy az 1. és 2. alapszerkesztés mindig visszavezethetd a 3.-ra, mely korzével kozvetleniil elvégezhetd.
Ebbél azonban kovetkezik, hogy minden kdrzGvel és vonalzoval elvégezhets szerkesztés csupan korzével is elvégezhetd.



