Gauss-féle binomialis egyﬁtthat()

I. rész

A binomidlis egyiitthatok szerepelnek a kozépiskolai tantervben, kapcsolatuk a kombinatorikaval Leibniz, Pas-
cal és Jacob Bernoulli kora 6ta jol ismert. Az an. ,,Gauss—féle binomidlis egyiitthatok” sokkal kevésbé kozismertek,
kapcsolatuk a kombinatorikaval pedig 4j keletd. Ezért a Gauss—féle és a kozonséges binomidlis egyiitthatok néhany
kapcsolatanak megvilagitasa bizonyara 4j szint ad egy hagyoményos kozépiskolai anyagrésznek.

1. Definicid: Gauss—féle binomidlis egyiitthatonak nevezziik az

" (q_l)(q2_1)'...-(qr_1)

kifejezést, ahol n és r a 0 < r < n feltételt kielégits egészek, g valtozd, amely minden 1-t61 kiilonb6z6 értéket felvehetE
a definiciét kiegészitjiik az r = 0 esetre és megemlitjiik az r = n specidlis esetet:
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A g =1 esetet ki kellett zarnunk, mert a nevezd minden tényezGje oszthatd g — 1-gyel, de a szamléloé is. Ha viszont
ezekkel a tényezGkkel egyszertsitiink, azt kapjuk, hogy

(1.1)

[n} @ T g+ (@R D) (T )
r 1-(g+1)-(¢®+q+1)-...- (¢ +...+1) ’
és ez tetszés szerint megkozeliti az

n n—1 n—r+1 n
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kozonséges binomialis egyiitthatot, ha g elég kozel van az 1-hez.
2. A bimonidlis tétel egy dltaldnositdsa. Vezessiik be az x valtozd kévetkezs polinomjat:
(2.1) f@)=0+z)(1+gz)-...- (1+¢" ')

ennek a gyokei n elemt mértani sorozatot alkotnak ¢~' hanyadossal és —1 elsé elemmel. Ttzziik ki kovetkezs felada-
tunkul az

(2.2) f(@) = Qo+ Qiz + Q2z* + ... + Qua”

x hatvanyai szerint rendezett alak egyiitthatoéinak meghatarozasat. Nyilvanvald, hogy

(2.3) Qo=1, Qu=¢"""D2

Feladatunk megoldasaban segitségilinkre lesz annak észrevétele, hogy (2.1)-b6l azonnal kévetkezik az
(2.4) (1+x)- flgz) = f(x) - (1+q"x)

Osszefiiggés, vagy beirva ide (2.2)-t, azt kapjuk, hogy

(2.5) 14+ 2)(Qo+Qrgz+ ...+ Qr¢"z" + ...+ Qnq"a™) =

=(14+¢"2)(Qo+ Q1+ ...+ Qra" +...Qna").
A két oldalon x hatvanyainak az egyiitthatoit 6sszehasonlitva azt kapjuk, hogy
(2-6) Qrq" + Qrflqril =Qr+q¢"Qr1

vagy atrendezve

qnfrJrl _ 1

2.7 r=0Qp_ 1 —m— - rfl,
(2.7) Q Qr—1 7 —1 q
har=1,2, 3, ..., n. (2.7) ismételt alkalmazasa (2.3) és (1.1) figyelembevételével azt adja, hogy
(2.8) Q- [”}qm—l)/z_
r
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Igy (2.1) és (2.2) alapjan azt kapjuk, hogy
(2.9) (1+2)1+qz)-...-(1+¢"'2) =

— n + n x4 ..+ n qr(rfl)/er_i_'”_i_ n qn(nfl)/2xn,
0 1 r n

és ha g az 1-hez kozeledik, hataresetként az

(2.9%) (1+2)" = <7g> + (711)334- ot (Z)x"

binomidlis tételt, kapjuk.

3. Rekurzids formula. (2.9) bal oldalabdl az n helyett n + 1-hez tartozo megfelels kifejezést ugy kapjuk, hogy
(1 4 ¢"x)-szel szorzunk. A jobb oldalakbol a kétféle atalakitassal az

a M%)(m . [n]x+,__+ [n]qr<r_l>/2zr - [n}qnm_wzxn) _
0 1 r n

_|ntt 4.+ ntl ¢ D2 4 ntl gHmn/2 gt
0 r n+1

Osszefiiggést kapjuk, és a két oldalon = egyenld hatvanyainak az egyiitthatoit 0sszehasonlitva azt nyerjiik, hogy

1
(3.1) [”“L }_["}jt[ " }q”’”“, r=1,2,...,n.
r r r—1

Ez az eredmény konnyen nyerhets kozvetleniil az (1.1) definiciobol is és a kozonséges binomiélis egyiitthatokra vonat-
kozo

(3.1%) (nj 1) = (Z) " <r ! 1)

Osszefiiggésnek felel meg.
Az (1.2) ,kezdeti feltételek™bol kiindulva és sorra attérve a (3.1) rekurzios formula alapjan egy—egy n értékrdl a
rakovetkezore, konnyen kiszamithatjuk a Gauss—féle binomiélis egyiitthatokat. Ek6zben csak Gsszeadast és szorzast kell

n

ismételten végezni, kivonast és osztast soha. Ezzel azt deritettiik ki { }—r(ﬁl, ami az (1.1) definicié alapjan g racionélis
r

tortfiiggvényének latszik, hogy g-nak egy

(32) |:n:| - An,r,O + An,r,lq +...+ An,r,(nfr)qr(nir)

r

alaka polinomja, és az A, o egylitthatok pozitiv egész szamok. (A kozonséges binomidlis egylitthatok is az (1.1%)
definici6 alapjan eredetileg racionalis szamnak latszanak, de kideriil roluk, pl. (2.9%)-bol, hogy egész szamok.) Az, hogy
a (3.2) jobb oldalan all6 polinom fokszama r(n — r), adodik pl. az (1.1) jobb oldalan 4llo kifejezés szamlalojaban és
nevezdjében allo polinomok fokszamanak kiilonbségébdl, vagy igazolhato teljes indukcidval.

E dolgozat f6 célja az A, , o egylitthatok egy szemléletes tulajdonsadganak a kifejtése.

4. Egy kombinatorikus értelmezés. Tekintsiink a sikban egy derékszogi koordinata-rendszert. Azokat a pontokat,
amelyeknek mind a két koordinatija egész szam, racspontoknak szokas nevezni. Gondoljuk ezeket utcasaroknak, és az
utcasarkokon at a tengelyekkel parhuzamosan futé egyeneseket utcdnak. Képzeljiink egy ebben az uthalézatban sétald
gyalogost (mozgd anyagi pontot). Ebben az uthalozatban egy a (0, 0) és az ((r,n — r) sarok kozt fut6 legrovidebb utat
(feltessziik, hogy 0 < r < n) zegzugos utnak fogunk nevezni; az ilyenek hossza n. Ismeretes!] hogy a zegzugos utak

n
szama . Ezt a kovetkezdvel fogjuk kiegésziteni:
r

Tétel: Az olyan zegzugos utak szama, amelyek alatt o nagysdgi terilet van, Anm,aﬁ

Az at alatti teriilet”™-et az Ut, a vizszintes y = 0 tengely és a fliggsleges tengellyel parhuzamos = = r egyenes zarja
koril.

Az 1. dbra az n = 6, r = 2 specialis esetet szemlélteti.
A binomialis egyiitthatokra vonatkozo &llitas szinte csak atfogalmazésa a (3.1%) rekurzios egyenlGségnek. A (2, 4)
sarokra vagy a (2, 3) vagy az (1, 4) sarokrol érkezhetiink zegzugos uton, igy az elébbi sarokra vezet§ utak szama az
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utobbi kettore vezetd utak szamanak az osszege. Miutan még a fiiggsleges és a vizszintes tengelyen levs (0,n) és (n,0)
sarkok mindegyikére csak egy—egy zegzugos Ut vezet, 6sszhangban az

()=

,pberemfeltételekkel”, igy az egy—egy sarokra vezetd zegzugos utak szdma ugyanazokat a feltételeket elégiti ki, mint a
megfelel§ binomialis egyiitthato. A ketts tehat megegyezik.

g
A

6. 941 . g-1, 5%[5 o
2|7 T qE T T2t 19T
= 7+qo2q2¢2q:42q"*q5+q64t ]
+ q‘(’ +q 4q,¢q39q4)‘:
=7+q+29% 2% 3g% 2% 295+ q"+q "

1. dbra

Egész hasonloan értelmezhetjiik a (3.1) rekurzios formulét is. Most minden zegzugos uthoz ¢ egy hatvanyat fogjuk
hozzarendelni, és az egy sarokra vezet utakhoz rendelt tagok Gsszege lesz a megfelel6 Gauss—binomidlis egyiitthato. A
(2, 4) sarokra vezet6 6 hosszusagu zegzugos utakat tekintsiik két részbol: a (0, 0) sarokrol induld 5 egységnyi hosszusaga
kezdd részbdl és a (2, 4) sarokra érkezs 1 hosszisagu zdrdé szakaszbol allonak.

A (3.1)-bdl esetiinkben adodo
6| |5 n ) 4
2] = 2] " 1)

5
Osszefiiggés jobb oldalanak elss tagja képviseli a (2, 3) sarokrol érkezd <2> = 10 zegzugos ut adalékat, tehat azokét,
amelyeknek a zaro6 szakasza fiiggsleges, a masodik tag pedig az (1, 4) sarokrdl érkezd, tehat vizszintes zardszakasszal
5
rendelkez6 ( 1) = 5 zegzugos Ut adalékat. Az el6bbi zegzugos utakhoz ¢g-nak ugyanazt a hatvanyat fogjuk rendelni,

mint a kezd§ résziikhoz, az utébbiakhoz pedig a kezd6 résziikhoz rendelt hatvany ¢*-szeresét, vagyis 4-gyel magasabb
hatvanyt.

Ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy a fliggsleges utszakaszokhoz 1-et rendeliink hozza, a 4 magassagban futé egységnyi
hosszisagi vizszintes szakaszhoz pedig ¢*-t. Altalaban minden h magassagban futo egységnyi hosszlisagi vizszintes
ttszakaszhoz ¢"-t rendeliink, specidlisan a vizszintes tengelyen lev szakaszokhoz ¢° = 1-et. Egy zegzugos tthoz
ezutdn az egységnyi szakaszaihoz rendelt értékek szorzatat rendeljiik. Igy a fiiggoleges és a vizszintes tengelyeken
levé (0,n) és (n,0) sarkokra vezets egyetlen zegzugos Gt minden szakaszahoz 1-et rendeltiink, tehat az egész uthoz
is. Ez Osszhangban van az (1.2) peremfeltétellel. A ¢ hatvanyainak a vizszintes és fliggSleges szakaszokhoz tortént
hozzarendelése is altalaban 0sszhangban van (3.1)-gyel, mert a jobb oldal els6 tagja az (r,n — r) sarokrol, a masodik
pedig az (r — 1,n — r + 1) sarokrol az (r,n — r + 1) sarokra érkezs utak adalékat tartalmazza. Az 1. abran feltiintettiik
a vizszintes szakaszokhoz rendelt értékeket. Az elmondottakat jol kovethetjiik az dbra alapjan.

Ezzel tehat belattuk, hogy az [n} Gauss—binomidlis egytitthaté a (0, 0) sarokrol az (r,n — r) sarokra vezetd
T

zegzugos utakhoz tartoz6 g-hatvanyok Osszege; ennek a hatvanynak a kitevGje az Ut vizszintes szakaszaihoz rendelt
hatvanyok kitev6inek Osszege.

Az egyes szakaszokhoz rendelt kitevs viszont azt mutatja, hogy a szakasz hany egység magassiagban van, vagy
még masképp fogalmazva: hany egységnyi oldald négyzet helyezhets el a szakasz és a vizszintes tengely kozt. Az egész
uthoz rendelt kitevs tehat az Gt vizszintes szakaszai alatt levs teriiletek Osszegével, vagyis az egész zegzugos ut alatti
teriilettel egyezik meg. Igy valoban ¢® egyiitthatoja az olyan zegzugos utak szama, amelyek alatt o teriilet van, és
éppen ezt allitja tételiink.



Tanulsagos lesz kozvetleniil igazolni néhany olyan Osszefiiggést, ami szoros kapcsolatban van az éppen latott tétellel.
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Akar a 2. abrabol, akar az (1.1) kifejezésbdl vilagos (abra a 102. oldalon), hogy
(41) An,r,a - An,r,r(n—r)—a'

Mivel tovabba ¢ = 1-nél (1.3) szerint a Gauss—féle binomialis egyiitthato a megfelels kozonséges binomialis egyiitthatot
adja, igy (3.2) azt szolgaltatja, hogy

n
(42) An,r,O + An,r,l +...+ An,r,(nfr) = ( )

r

5. Egy tovdbbi kombinatorikus értelmezés. Egy zegzugos Gt egyméshoz csatlakozoé egységnyi szakaszokbol all, ame-
lyek szomszédos utcasarkokat kotnek 6ssze. Ezeket a szakaszokat a (0, 0) pontbol indulva sorra a-szel vagy y-nal fogjuk
megjelolni aszerint, hogy melyik melyik koordinata—tengellyel parhuzamos. Ezzel egyértelmtien egymashoz rendeltiik

a zegzugos utakat és bettisorozatok egy halmazat; a 2. d4bran mutatott példaban a zegzugos ut az (5, 4) saroknal
végzddik, és a megfelel§ sorozat 9 betibdl all.

r ’ XYXYYXXYx

3. dbra

Osszuk az (r,n — r) végpontu zegzugos t alatti teriiletet az y-tengellyel parhuzamos, egyenls tavolsagra kovetkezo
egyenesekkel r téglalapra, melyek alapja 1 egység, magassagaik (balrél jobbra sorolva fel Gket)

0, 1, 3, 3, 4.

Mindegyik téglalap fels§ oldala a zegzugos 0t egy egységnyi vizszintes szakasza, és igy a bettisorozatban egy x-nek
felel meg. A téglalap magassagat (egyben az el6z6kben a fels§ vizszintes szakaszéhoz rendelt g-hatvany kitevGjét),
és igy a teriiletét is, a széban forgd z-et megel6z6 y-ok szama adja meg. Ezt gy is mondhatjuk, hogy a téglalap
teriilete megegyezik a széban forgd x alkotta inverziok szdmduval ebben a betiisorozatban. Akkor mondjuk, hogy a
sorozat betiiibdl kivalaszthato n(n — 1)/2 par koziil vett valamelyik par inverzidt alkot, ha a par egy z-bdl és egy azt
megelézd y-bol all. Az r téglalap egyiittes teriilete tehat, vagyis a zegzugos 1t alatti terilet megegyezik a betdsorozatban
eldforduld inverzick szimdval (példankban ez 11).

A Gauss—féle binomidlis egyiitthatok tehat nemcsak a zegzugos utak alatt teriileteket soroljak fel, hanem ezzel
egyiitt az éppen vizsgalt betlisorozatokban fellépd inverziok szamat is. A Gauss—féle binomiélis egyiitthatoknak ez
a kapcsolata ismeretes volt | Mi itt a teriiletekrsl az inverziokra torténd szemléletes attérés lehetgségét kivantuk
hangsﬁlyozniﬁ

A probléma megkozelithets egy egészen eltérd tton is. Erre a dolgozat masodik részében tériink vissza.
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