1. Az 1971. évi Kiirschak Jozsef matematikai tanuloverseny 2. feladatanak megoldasa azt adtdk eredményiil,
hogy ha adva van a sikban 4n + 1 pont, amelyek kozt nincs 3 egy egyenesen levs, akkor ezekbdl kivalaszthatok parok
(minden pont legfeljebb egy parban szerepelhet) ugy, hogy az egy parba tartozo pontokat 6sszekotve a szakaszoknak
legalabb n kiilonb6z6 metszéspontja legyen. (A versenyfeladat az n = 5 esetre vonatkozott.)

A III. megoldashoz fiizott 2. megjegyzéd] felveti az allitas élességének kérdését: Vajon ennyi pont birtokdban nem
lehet-e lényegesen tobb metszéspontot is létrehozni, illetéleg n metszéspont létrehozasdhoz nem elegendd-e kevesebb
pont megadéasa is ? Akarmilyen egyszert is a kérdés, a valaszrol vajmi keveset tudunk egyelére.

Vil4gos, hogy n = 1-re nem élesitheté a tétel, hiszen egy haromszog és a belsejében egy pont még nem szolgéltat
metszéspontot, és pl. egy konvex négyszog a belsejében egy ponttal csak egy metszéspontot ad.

2. Mégis az varhato, hogy a pontok szadmanak novekedésével a koztiik alkalmasan huzott, kozos végpont nélkiili
szakaszok kiilonbo6z6 metszéspontjainak a szdma erGsebben névekszik, mint egyenes ardnyossag szerint.

Fel is meriil egy gondolat a feladatra adott megoldéasok javitasara. Mindegyik megoldasban felhasznalast nyert az
a tétel, hogy a sik altalanos 5 pontja kozt mindig szerepelnek egy konvex négyszog cstcsai. Ezt Klein Eszte vette
észre mint egy éltala felvetett altalanos probléma specialis esetét. Azt kérdezte 6, 1étezik-e minden k-hoz olyan szam,
és ha igen, mi a legkisebb N (k) szam, amire igaz, hogy a sik N (k) altalanos pontja koziil mindig kivalaszthatok egy
konvex k-sz0g csucsai. Az emlitett eredmény szerint N(4) = 5 és vilagos, hogy N(3) = 3. Makai Endre és Turdn Pdl
megmutatta, hogy N(5) = 9[ Altalaban csak annyi ismeretes, hogy N (k) létezik, mégpedig

252 < N(k) < (2: B 24> (=N%)

azaz 22 pont még megadhat6 gy, hogy ne szerepeljenek koztiik egy konvex k-szog csucsai, de N* pont koziil mar
mindig ki lehet valasztani k ilyen pontot. A sejtés az, hogy N (k) = 28=2 1 1. Az els6 3 érték ennek megfelel.
3. Ez a felvetett problémahoz ugy csatlakozik, hogy egy konvex 4s oldalt sokszogben létre lehet hozni s2

pontot kozos végpont nélkiili atlokkal, amint azt s = 4 esetére az 1. 4bra mutatja.
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Ha most mar n elég nagy, és ugy bontunk n pontot a versenyfeladat I. megoldasa gondolatmenetének megfelelGen
részekre parhuzamos egyenesekkel, hogy az els6 csoport N* pontboél alljon, mindegyik tovabbi k& pontbol, akkor igy
konvex k-szogeket tudunk kivalasztani, a foloslegesen maradd pontokat mindig tovabbvive a kovetkezé k ponthoz.
Ilyen moédon, ha k elég nagy, sok metszéspontot tudunk létrehozni. Nem nehéz kiszamolni, hogy ha k-t n-t6l fliggéen
elég nagyra vélasztjuk, akkor ilyen moédon egy alkalmas c pozitiv szamértékkel 1étre lehet hozni ¢ - n - lg n szamu
metszéspontot.

A baj csak az, hogy k novekedésével nem egy—két, hanem nagyon sok pontot kell csatolnunk az egyik tartomany
pontjai koziil a kévetkezs tartoméanyéihoz, és igy a parhuzamos elvalaszt6 egyenesek mit sem védenek a metszéspontok
Osszeesése ellen.

4. Ha viszont nem vagyunk tekintettel a metszéspontok kiilonbdzdségére, akkor megmutathato, hogy van olyan ¢’
szam, hogy n pont kozt alkalmasan hizott, kozos végpont nélkiili szakaszokkal ¢’ - n? metsz6par keletkezik. Kénnyen
elképzelhets, hogy a metszéspont—egybeesések nem lehetnek nagyon gyakoriak, annyira, hogy egy ¢’-nél kisebb ¢
allandoval ¢ - n? paronkeént kiilonbdzé metszéspont is mindig létrehozhato.

5. A kovetkezGkben azt fogjuk megvizsgilni — most mar sejtések és feltételezések nélkiil — hogy hdny pont meg-
addsa sziikséges 2 metszéspont biztositdsdhoz. Az eredményt kissé meglepének talaltam és figyelmeztetének abban az
iranyban, hogy tul vérmes reményeket sem szabad taplalni.

a) Ha 6 pont egy konvex hatszog csticsait alkotja, akkor mar biztositanak 2 metszéspontot, amint azt a 2a. abra
mutatja. Az &bra arra is utal, hogy tobb metszéspont mar ebben az esetben sem mindig biztosithato a lehetséges
egybeesések miatt.
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b) Itt nem a hatszog konvexsége a lényeges. Ha egy ABCDE konvex 6tszog egyik atloja levagta haromszog
tartalmaz még egy pontot, pl. a BC'D haromszog egy F' pontot, akkor is mér biztosithaté 2 metszéspont. Az ABC
és CDFE héromszogek egyike ugyanis nem tartalmazza F-et, mondjuk az el6bbi ilyen. Ekkor AC és E'F' kiilonbozd
pontokban metszi a BD atlot (2b. abra).
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¢) Mar az is elég 2 metszéspont létrehozéaséara, hogy egy ABCD konvex négyszogben pl. a BD atl6 mindkét oldalan
legyen még egy—egy pont, mondjuk az A-val egy oldalon E, C-vel egy oldalon F' (2c. abra). Ekkora két atlo és EF' ad
két metszéspontot, kivéve, ha egy ponton mennek keresztiil (az abran Ey és F1). Ez esetben viszont AF és C'E metszi
BD-t két kiilénb6z6 pontban.

d) Ha egy ABCDE konvex 6tsz0g atloi koriilzarta 6tszogben valasztunk ki egy F' pontot, akkor méar nem tudunk
létrehozni 2 metszéspontot. A 6 pont kdzott ugyanis legfeljebb 3 szakaszt tudunk meghizni, tehat ezek valamelyikén
rajta kell lennie mind a két metszéspontnak. Viszont az F-b6l indulé szakaszokon csak egy—egy metszéspont van; az
Otszog atloin ugyan 3 (3. abra), de az ezeket kimetsz6 szakaszok egyik végpontja kozos, igy koziiliik csak egy jelolhets
ki.

3. dbra

e) Ha az elgbbi atlok koriilzarta 6tszogben még egy hetedik G pontot is valasztunk, mér ismét biztosithato 2
metszéspont. Ha ugyanis G pl. az AEF haromszoghen van, akkor GC metszi BD-t és AF, EF kozil az egyiket. Ezek
a metszéspontok kiilonb6zk, mert sem AF-nek, sem EF-nek nincs k6z6s pontja BD-vel.

6. a) Eddig annyira jutottunk, hogy 6 pont még nem feltétleniil elég 2 metszéspont biztositasahoz. Ha viszont tobb
pontot is ki lehet jelolni gy, hogy koztiik futéd kozos végpont nélkiili szakaszoknak legfeljebb 1 metszéspontja legyen,
akkor az ilyen ponthalmaz konvex burka csak haromszog vagy négyszog lehet.

b) A 4. dbra néhany olyan 7 pontbol 4ll6 pontrendszert mutat, amelyben 1-nél t6bb metszéspont nem hozhato létre
kozos végpont nélkiili szakaszokkal. Folytonos vonallal huztuk meg azokat a szakaszokat, amelyeket valamely szakasz
metsz, és konnyen ellenérizhets, hogy az egy—egy szakaszt metsz6 szakaszok egyik végpontja minden esetben kozos és
mivel csak 3 szakaszt tudunk kijel6lni, lattuk 5. d)-ben, hogy igy nem hozhato létre 2 metszéspont.



4. dbra

7. Vizsgéljuk meg a 8 pontbdl all6 pontrendszereket. Tudjuk, hogy eleve elég az olyan pontrendszereket vizsgalni,

amelyeknek a konvex burka haromszog vagy négyszog, és ha négyszog, akkor a tovabbi pontoknak 5. ¢) értelmében
az atlok kozti négy haromszog egyikében kell mindnek lenniiik.

a) Legyen az ABCD négyszog a konvex burok és a tovabbi pontok fekiidjenek az AB oldalhoz csatlakoz6 harom-
szogben. Ha egy itteni pontot C-vel vagy D-vel 6sszek6t6 szakasz dtmetszi masik két pont 6sszekots szakaszat, akkor
mar rendelkezésre all 2 metszéspont, mert atmetszi az egyik négyszogatlot is (5. dbra, F pont).
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5. dbra

A C és D elhagyasaval marado pontok konvex burka 5. a) szerint nem lehet hatszog, de 6tszog sem, mert ez
tartalmazna még egy pontot, az azt C-vel 0sszekots szakasz azonban az eléz6 megéllapitas szerint az Gtszognek csak
egyik, az AB-vel szomszédos oldalat metszheti. Ekkor azonban benne van két szomszédos 6tszogoldal meghatarozta
haromszogben (5. abra, F' pont) és ekkor 5. b) szerint létrehozhatoé 2 metszéspont.

Ha a 6 pont konvex burka négyszog, az 2 pontot tartalmaz még, jeloljik F és F-fel. Az ezeket C-vel és D-vel
0sszekotd szakaszok ismét csak a konvex burok AB-vel szomszédos oldalait metszhetik (6. abra).



6. dbra

Ha CDEF konvex négyszog, akkor DE és C'F kiilonb6z6 pontokban metszi vagy ugyanazt a szakaszt (E és F
pont) vagy két kozos végpont nélkiili szakaszt (E és F' pont). Ha pedig pl. F a CDFE haromszogben van (F; és Fy
pont), akkor pl. ismét DE és C'F két kiilonb6z8 pontban metsz egy szakaszt.

Ha végiil a 6 pont konvex burka egy ABE haromszog (7. abra), akkor egyrészt az A elhagyéasaval maradd 7 pont
kozill 3 a BCDE négyszogon kiviil van, masrészt 6. a) szerint a konvex burkuk legfeljebb négyoldala. Igy egy BCDF
négyszog lesz. Hasonldéan a B elhagyasaval marad6 pontok konvex burka egy AGCD négyszog, ahol F' és G egybe is
eshet.

7. dbra

A nyolcadik pont, H nem lehet az AG, GE, EF és F'B hatarolta négyszogben (ha ez egyaltalan létrejon), mert
akkor a HC szakasz metszené az EF, EG szakaszok valamelyikét (7. abra, H), ami 7. a) szerint nem lehet. De nem
fekhet H pl. az AE, EF, FD kozotti hdromszégben sem (7. dbra, H' pont), mert ekkor AE-t és BD-t metszené HC'.

8. Az a lehetG6ség maradt csak tehat hatra, hogy a 8 pont konvex burka egy ABC haromszog legyen. Ekkor a
valamelyik cstcs elhagyasaval maradd 7 pont konvex burka ismét csak haromszog vagy négyszog lehet. Ha pl. a C
csucs elhagyasaval maradd pontok konvex burka az ABDFE négyszog és a méasik 4 pont is konvex négyszoget hataroz
meg (8. abra), akkor az utébbinak C-bdl indulé atlojat metszi a masik 4tlo és az ABDE konvex burok egy oldala is.
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8. dbra



Feltehetjiik tehat, hogy a tovabbi F', G, H pontok koziil az utolsét tartalmazza a C'F'G haromszog.

Ha F, G, H az ADFE haromszogben van (9a. abra), akkor BH metszi AD-t és a CFG haromszog egy oldalat.
Hasonl6 a helyzet, ha a 3 pont a BDE haromszogben van.

Ha az AB, AD, BE szakaszok kozt keletkez6 haromszdgben vannak a pontok, akkor CF, CG, CH legalabb 3
kiilonb6z6 pontban metszi az AD, BE atlokat, tehat valamelyiken, mondjuk az utobbin, legalabb 2 metszéspont, a
CG-é és a CH-é keletkezik. Ekkor CH és DG vagy CG és DH kiilonb6z6 pontokban metszi BE-t (9b. és 9c. abra).

Az a lehetGség maradt még, hogy akar A-t, akar B-t, akar C-t hagyjuk el, a marad6 pontok konvex burka a BC'D,
ACE, ill. ABF haromszog. A tovabbi 2 pont ez esetben a 3 haromszog kozos részeként létrejovs hatszoghen van.

Ha van egy G pont pl. az AE, BD, DF szakaszok kozt keletkez$ haromszogben, akkor CG metszi DE-t és AF,
BF egyikét (10a. abra).

10a. dbra 10b. dbra

Ha viszont a DEF héaromszoghen van még két pont, G és H, és pl. H az ABG haromszogben fekszik, akkor F'H
metszi az AG, BG szakaszok egyikét, mert F' mint az ABF konvex burok csicsa az AGB haromszogon kivil van (100.
abra). Mondjuk AG-t metszi. Ezt metszi azonban BD és CD egyike is, mert BC'D az A elhagyasaval marado 7 pont
konvex burka.

Ezzel az 0sszes lehetséges eseteket végigprobaltuk, és azt taldltuk, hogy a sik barmely 8 &ltalanos helyzetd pontja
kozt meghtuzhatok kozos végpont nélkiili szakaszok ugy, hogy azoknak legyen 2 kiilonb6z6 metszéspontjuk. Mint a
versenyfeladathoz fiizott megjegyzésekbéﬂ tudjuk, ebb6l mar kovetkezik, hogy ha n = 2, akkor 4n pont kozott mindig
meghuzhatok kozos végpont nélkiili szakaszok gy, hogy azoknak legalabb n kiilonb6z6 metszéspontja legyen.

A versenyfeladatban szerepls 5 metszéspont tehat mar 20 pont megadasaval is biztosithato.

5Lasd az idézett cikkben, az 55. oldalon.



