Sztatikai feladatok megoldasa II.

A forgatonyomaték fogalmanak megértéséhez képzeljiik el, hogy valaki egy hosszu rudat tart egyik végénél fogva.
Ha a rddra sulyt akasztunk, akkor a kifejtendé hatas nemcsak a sily nagysdgatol, hanem a sily és a kezilink kozti
tavolsagtol is fiigg; minél messzebb rakjuk a terhelést, annal erGsebben kell tartani a rudat. Persze mindez csak akkor
van igy, ha az er6 nem a rud irdnyaba mutat. Ha a rudat fiiggélegesen (lefelé) tartjuk, akkor teljesen mindegy, hogy
hova akasztjuk a stulyt. Ennek alapjan jogos bevezetni egy 4j mennyiséget az

M=F - -r- -sin«a

egyenlGséggel. Ezt a szdmot az F erének a t6le r tavolsdgban levé ponton atmend, az F és az r sikjara merdleges
tengelyre vonatkozo forgatonyomatékanak nevezziik (11. abra). a az erd és helyvektor egymassal bezart szoge.

M= Frsine=F,r=Fr,

11. dbra

Természetesen a fenti szemléltetés nem indokolja, miért pont ezt a mennyiséget neveztiik forgatonyomatéknak.
Végeredmeényben az a dont6, hogy a (2) egyenletbe ennek alapjan behelyettesitett mennyiségekkel az egyenletrendszer
a valésaggal egyezs eredményt ad.

Az egyenletet megfelelGen atrendezve lathatjuk, hogy

M=F-(r-sina)=F-rpy,
M = (F -sina) -r = Fyr,

ahol r,,, a forgastengelynek és az er$ hatasvonaldnak tavolsadga, F), az F er6 a tamadaspontot a forgastengellyel Gssze-
k6t egyenesre merdleges komponensének a nagysiga. A gyakorlatban dltalaban az utobbi két egyenlGség valamelyikét
hasznaljuk.
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Frsint =xf—yle

2. dbra

A definici6 alapjan kénnyen bizonyithatd az is, hogy a 12. dbra szerinti derékszogi koordindta-rendszert vilasztva
M = xF, —yF,.

(Ez egyébként nyilvanvalova valik, ha az F er6t komponenseivel helyettesitjiik, és azok forgatonyomatékat kiilon-kiilon
szamoljuk, majd Osszegezziik.)

Lathatjuk tovabba, hogy a forgatonyomatékok szempontjabol nagyon fontos, hogy hol van az er6 tdmadaspontja. Az
er6vektorokat nem mozgathatjuk tetszslegesen; a forgatonyomaték csak akkor nem valtozik, ha az er6t hatasvonaldban
toljuk el.

A forgatonyomatékot mindig valamilyen (képzeletbeli vagy valosagos) forgastengelyre vonatkoztatjuk. Nagyon ér-
dekes tény, hogy ha teljesiil a (1) egyenlGség, azaz a testre hato erék ereddje nulla, akkor teljesen mindegy, hogy a
testre haté erék forgatonyomatékat melyik tengelyre vonatkoztatjuk, mert mindenképpen ugyanazt az értéket kapjuk.

LA cikk elss részét 1. a szeptemberi szamban. Ugyanott a 35. oldal negyedik bekezdésének utolsd sora helyesen: ,,... dltala kifejtett erGvel
és forgatényomatékkal helyettesithetjiik.” Ennek megfelelGen kiegészitends a 4. abra.



Legyenek a testre hato erck: Fy | Fo, ..., F,. Ha az i-edik er6t F;-vel, tamadaspontjanak koordinatait x;-vel és
y;-vel jeloljik, akkor ezen erd forgatonyomatéka a koordinata-rendszer kezdSpontjan athaladd tengelyre:

M; = x;Fyy — 3y Fis.
E tengelyre tehat 0sszesen
M = M1 —+ M2 + ...+ Mn = (IlFly — ylFlm) + (.IQFQy — yQFQI) + ...+ (InFny — ynan)

forgatonyomaték hat.
Szamitsuk ki, mekkora nyomaték forgat egy olyan tengely koriil, amely az xg, yo ponton halad keresztiil ! Az i-edik
er6é nyomatéka ekkor

M] = (2; = 20)Fiy — (yi — Y0) Fia

mert megvaltozik az eré tamadaspontja és a forgastengely kozotti tavolsag. Atrendezve:
le = (IzEy - %Fm) - ‘TOFiy +yoFie = M; — fEOFiy + yoLiz.
Az Gsszes nyomaték:

M =M+ M;+...+ M, = (M —zoFiy + yoFiz) + (My — 2o Foy + yo Fou )+
+... (Mn - {E()Fny + yQan)

Az 6sszeget megfelelGen rendezziik, zo-t, yo t kiemeljiik:
M' =M+ My+ ... M, —xo(Fiy + Foy 4+ ... + Fny) + yo(Fiz + Fou + ... + Foz).
Amennyiben a testre hato erék ereddje nulla, akkor

F11+F2z++Fnz:05
F1y+F2y+...+Fny=0, igy
M/:M1+M2+...Mn=M,

azaz a forgatonyomaték nem valtozik.

E bizonyitasnak egy specialis esete az, amikor kiszamoljuk, hogy az erépar forgatonyomatéka barmely tengelyre
ugyanakkora. Ebbdl kovetkezik az is, hogy a (2) egyenletet tetszSleges tengelyre felirhatjuk.

Eddig csak olyan esetekkel foglalkoztunk, amikor a vizsgalt testre hato erdk egy sikban voltak; a forgastengelyt agy
valasztottuk, hogy az erre a sikra meréleges legyen. Térbeli probléméanal a kivalasztott tengely koriili forgatényomatékot
ugy kell meghatarozni, hogy a testre haté eréket egy, a tengelyre meréleges sikra vetitjiik, és a vetiiletek nyomatékéaval
szamolunk. (Kés6bb ez az eljards vezet arra, hogy a forgatonyomatékot is mint vektormennyiséget definidljuk az
M = F x r vektoridlis szorzattal. A fenti modszerrel tulajdonképpen az M vektornak az adott tengely irdnyaba es6
vetiiletét kapjuk meg.)

Mint a 2. feladat megoldasanal is lathattuk, az egyszeriibb probléméknél a (2) egyenletet nem kell felhasznélni.
Nézziik most a cikk els6 részében kozolt 1. feladatot !

A megoldashoz a 3. dbran lathatd szétbontést alkalmazzuk. Az erdket vizszintes és fiiggdleges komponensiikkel
(z, illetve y index) helyettesitjiikk. Az egyenletek felirasa el6tt pozitiv iranyt valasztunk; az ezzel ellentétesen mutato
komponensek negativ elGjelet kapnak. Kijeloljiik a pozitiv forgasiranyt is.

A vizszintes rudra az (1) egyenletbdl:

_Am + Cw = 07
Ay -G +Cy—G=0.
A forgatonyomatékokat az A pontra irjuk fel, mert ezen egy ismeretlen eré hatasvonala keresztiilhalad, és igy ez az

er6 az egyenletben nem fog szerepelni:

G- -—-Cy-l-sihna+G-1=0.

!
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Ehhez hasonloan a ferde radra:

B, —C. =0, By—Gg—C;:().

A forgatonyomatékok a B pontra:

l
Gg-5-sina—i—Cy-l-sina—Cm-l-cosazO.



Egyenletrendszeriinkben ismeretlenek az A, B, C, C’ erck fiiggsleges és vizszintes komponensei, dsszesen 8 ismeretlen.
A megoldhatosaghoz sziikséges tovabbi két egyenletet a (3) Osszefiiggésbdl kapjuk meg:

C.=Cl,  C,=0Cl

(Azt, hogy az erck ellentétes iranyuak, a berajzolaskor figyelembe vettiik.) Ez az egyenletrendszer mar megoldhato;
végeredmeényben

(G2/2) -sina + (G1/2)+G

Ay =B, =Cy = )
cos

Gi(sina—1/2) — G(1 —sina)

Ay: - )
sin «

G1/2)+ G G1/2)+ G

g, = G+ C o o J(G/DEE
sin « sin o

Ha a megadott szameértékeket behelyettesitjiik, megkapjuk a keresett eréket. (Végezziik el a behelyettesitést G =
G2 =60 kp, G = 30 kp, o = 45° mellett, és hatarozzuk meg az erSket nagysag és irany szerint!)

Természetesen ugyanerre az eredményre jutunk, ha valamilyen 6tletes médon elkeriiljiik a nyolcismeretlenes egyen-
letrendszer megoldasat. (Példaul elGszor a 2. adbra szerinti szerkezetet vizsgalva, meghatarozzuk A-t és B-t, utana a
ferde rud egyenstlyi feltételébdl kiszamitjuk C-t.) A fenti mddszer azonban teljesen dltaldnos, alkalmazdsa semmilyen
kiilonleges dtletet mem igényel.

Ha a 4. abra szerinti darabolast alkalmazzuk, akkor azt is megkapjuk, hogy az egyes rudakban mekkora erék hatnak.
A radban haté erd értelemszertien az az ers, amellyel a rudnak képzeletben eltavolitott egyik részét helyettesitjiik.
A radban haté erd kiszamolaséanal tehat azt kell felhasznalni, hogy a megmaradt rész egyensilyban van, ezért az
elhagyott rész red pontosan akkora erével (és forgatonyomatékkal) hat, hogy az kiegyenlitse a kiils6 hatasokat. Ehhez
hasonléan definidlhatjuk a radban hato forgatonyomatékot is. (Lasd még: a K. M. L. 1970. évi 4. szam 860. feladat
megoldéasat.) A 13. abran lathatjuk egy tarté egyes keresztmetszetein hato erdket és forgatonyomatékokat (| Ny, |Ny|
az erd vetiiletei).

INJ=0 x
18. dbra 14. dbra

A valésdgban a rdadban hatdé er6 mérésére a rud deforméciéit hasznaljuk fel. Ha a rid megnyulik, huzoerst, ha
egyes keresztmetszetei elcsisznak egymason (mint a kartyalapok), akkor rudra meréleges, an. nyiréerst tovabbit. Ha
a rud meghajlik, akkor forgatonyomatékot ad at.

Vannak feladatok, amelyek megoldasa jelentGsen egyszeriisodik, ha felhasznaljuk a problémaban talalhato szim-
metridkat. (Egy ilyen szimmetria-tulajdonsag felhasznalasa egy forgatonyomatéki egyenlettel ekvivalens.) Ovatosnak
kell lenni azonban, mert a helyteleniil alkalmazott szimmetria-meggondolasok nagyon nehezen felderithetd hibakra
vezetnek. (Az itt elkvethetd hibak tanulmanyozasara oldjuk meg a kovetkezs feladatot. a cstcsszogl letra all sturlo-
dasmentes sikon. A létra széarait egy, a vizszintessel 5 # 0 szoget bezaro kotél koti Gssze, amely az egyik szar aljabol
indul ki. Mekkora er6 fesziti a kotelet, ha a létra tetején G sulya ember all7 A 14. abran berajzoltuk a javasolt
darabolast, és az egyes részekre hato erdket, ennek alapjan megkezdhetjitk a megoldast.)

Végiil el6fordulhatnak olyan esetek, amikor az itt tanult modszerrel nem tudjuk a feladatot megoldani. Ezek az
ugynevezett sztatikailag hatarozatlan szerkezetek.

Sztatikailag hatarozatlan egy olyan szerkezet, amelyben vannak olyan pontok, amelyek helye geometriailag talha-
tarozott. Hatarozatlan lesz példaul az 1. abran lathato tarto, ha a C' pontban a két rudat mereven Gsszekotjiik, mert



ekkor az A és B pontok tavolsdgat nemcsak a falra szerelt csuklok hatarozzak meg. Ha a csuklok tavolsaga csak egy
kicsit is eltér a megszabottol, ismeretlen nagysagu feszits erck 1épnek fel. Ezt és az ehhez hasonlé buktatokat altalaban
elkeriilhetjiik, ha feltessziik, hogy a vizsgalt feladatban a rudakat csuklok kotik Gssze.

A sztatikailag hatarozatlan feladat egybdl hatarozottabba valik, ha a rudakat nem tekintjiik merevnek, a koteleket
nyudjthatatlannak. Ez azonban mar a rugalmassagtan — matematikailag bonyolultabb, fizikailag mélyebb tartalma —
egyenleteihez vezet.

Javasolt irodalom: Feynman: Mai fizika 1., K. M. L. 1970. 4. sz. 860., 1971. 2. sz. 914., 1971. 3. sz. 921., 1971. 4.
sz. 939. feladat megoldasa. Vermes Miklos: Fizikai versenyfeladatok II.



