1. Vizszintes sikra helyezett m tomegd ék (kettds lejtd) tetején dtvetett fondlon my és mo tomegek lognak. A lejték
hajldsszogei oy és aa (1. dbra). A surlddds, a fondl és a csiga tomege elhanyagolhatd. Kezdetben az egész rendszer
nyugalomban van, azutdn elengedjik. Mennyi az ék gyorsuldsa ? Mennyi a fondlon 16go testek gyorsuldsa ? Mikor
marad az €k nyugalomban ?

1. dbra

Megoldas. Minden gyorsulast az inerciarendszerhez képest szamitunk. Az ék gyorsulasa a, a testek gyorsulasa a
lejt6hoz képest ag. A 16g6 tomegek gyorsuldsa az inerciarendszerhez képest ag és a nagysagu vektorok eredGje (aq,
illetve ag). Az iranyokat a 2. abran feltiintetett esetben szamitjuk pozitivoknak.

2. dabra

my tomegre mqg silya, a lejté részérsl merdlegesen kifejtett K erd és F' fonélerd hat. Ezek vektoreredGje adja az
mia; mozgatd erét. Hasonlo a helyzet mo-nél. Az éket mozgatd ma erét Ky, Ko, ill. a két F' nagysagu reakcioers viz-
szintes OsszetevGinek Osszege adja. Ezeket az Osszefiiggéseket fliggtleges és vizszintes dsszetevGkben felirva 5 egyenletet
kapunk az 5 ismeretlen (ag, a, K1, Ko, F') szamara. Az egyenletrendszer megoldasa hosszadalmas.

Célszert, ha Newton II. axiémajat a lejtémenti erGosszetevékre irjuk fel. Ky és Ky lejtére merdleges erék most
nem jatszanak szerepet. m; tomeget a lejté mentén lefelé (a valasztott pozitiv irdnyban) mgsina; — F er6 mozgatja.
Az my tomeg inerciarendszerhez képest szamitott gyorsulasanak lejtémenti OsszetevGje ag — acosay. Az erétorvény
szerint:

mi(ap —acosay) =mygsinag — F,

innen a fonélerd:
(1) F =mi(gsina; + acosar — ag).

Hasonléan my tomegnél:
ma(ag — acosas) = F — magsin as,

ebbdl:

(2) F =mgy(gsinas — acosas + ag).

A fonalers (1) és (2) kifejezéseit egyenl6veé téve:

(3) (mq cos oy + macosag)a = (my + ma)ag — (M sin ;g — mg sin ag)g.

Az ék viselkedésére legegyszertibben az impulzustorvénybdl kovetkeztethetiink. A 16go6 tomegek lejtShoz viszonyitott
sebességei vy (bal oldalt lefelé, jobb oldalt felfelé), ezek vizszintes Gsszetevsi vg cos g és vg cos ag (balra). Figyelembe
véve az ék jobbra mutatd v sebességét, a 16g6 tomegek sebességdsszetevsi az inerciarendszerhez képest vg cos g — v és
Vo cos ag — v. Az impulzustétel szerint:

mq (vg cos ap — v) + ma(vg cos ag — v) = M.
Egyenletesen gyorsuldé mozgasrol lévén sz6 a sebességek ardnyosak a gyorsulasokkal, ezért

m1(ap cosay — a) + ma(ag cosae — a) = ma.



Rendezve:

m1 COS (X1 + Mg COS (o
(4) a = cag.
m 4+ mi + meo

Ez az Osszefiiggés mutatja, hogyha a két gyorsulas koziil az egyik nulla, akkor a mésik is az. Az ék csak akkor ma-
radhat nyugalomban, ha a 16gd tomegek is nyugosznak rajta. Ami kiilonben azonnal belathaté az impulzustérvénybdl.
A (3)-bol és (4)-bdl allo egyenletrendszer megoldasa ag és a gyorsulasokra ezeket az eredményeket adja:

(m + m1 + m2)(mq sina; — masinag)
' (m1 + ma)(m + mq +msg) — (mq cosay + ma cosazg)?’
(©) a=g. (mq cos ag + mg cos ag)(ma sinay — ma sin ag) -
(m1 + ma)(m + mq + ma) — (mq cos ay + maz cos ag)?

(5) ap =

Mindkét gyorsulas akkor nulla, ha
my  sinag

me  sinag

A fonaler6 kiszamitasara (1)-et és (2)-t Osszeadjuk; felhasznalva az (5) és (6) szerinti eredményeket:

(m 4+ mq + me)(sin oy + sinag) — (M1 cosag + ma cos az) - sin(ag + ag)
(m1 + ma)(m + my + ma) — (My cosag + mag cos az)?

F=gmmsy-

K, és K5 kényszererck kiszamitdsdhoz mi és mo tomegeknél a fliggtleges er6-osszetevéket vessziik szamitasba:

miagsina; = mig — Ky cosag — Fsinag,

maag sinag = —mag + Ko cosag + F'sin as.
Ezekbol az egyenletekbdl, (1), (2), (6) felhasznalasaval:

tg a1 (mq cos g + ma cos ag)(my sinay — mo sin ag)
(m1 + ma)(m + mq +ma) — (my cosay + ma cos ag)?

)

)

K1 = m1g CoOs 1 |:1 - :| ’
2k

tg ag(my cos ag + ma cos az)(my sin ;. — Mo sin ag

Ks =msogcosas |1+
2 29 2 [ (m1 + ma)(m + m1 + m2) — (M1 cos oy + ma cos

Valamennyi képletiinkbdl a rogzitett ék esete az m = oo helyettesitéssel kaphaté meg.
Egy konkrét példa feladatunkra:

ap =67,4°, sinay =12/13, cosa; =5/13,
as = 36,9°, sinag = 3/5, cosag = 4/5,

m = 20 kg, m1 = 13 kg, ms = 10 kg.
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Moso Tamds

2. Dugattyis hengerben Torricelli-kisérlet van dsszedllitva (3. dbra), a higany foldtt hidrogén, a hengerben levegd
van. Az 1. dllapotban a higanyoszlop magassiga 70 cm, a levegd nyomdsa py; = 1,334 -10° N/m? = 1,317 atmoszféra=
100 Hgem, a hémérséklet 0 °C = 273 °K. A dugattyit dllandé homérséklet mellett lassan felhizva a levegd nyomdsa
a 2. dllapotban prz = 0,8 - 10° N/m2 = 0,79 atmoszféra= 60 Hgcm lesz és a higanyszint 40 cm. FEzutdn o dugattyd
vdltozatlan helyzete mellett a hdmérsékletet Ts fokra emeljiik; ebben a 3. dllapotban a higanyoszlop magassdga 50 cm.
Végiil ugy jutunk a 4. dllapothoz, hogy a levegd nyomdsa vdltozatlan marad, de a higanyszdl magassdga 45 cm lesz.
Mennyi a hidrogéngdz nyomdsa és homérséklete a végsd dllapotban ?
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Megoldas. A hidrogén és a levegs adatait a négy allapotban kovetkezSképp jeloljiik:

i

3. dbra

1. 2. 3. 4.
hidrogén nyomasa  pn1 Ph2 Ph3 Pha
hidrogén térfogata Vi1 Vha 7% Vha
levegd nyomésa pi1—100 Hgem  pip—60 Hgem  pi3q = = P34
levegs térfogata Vit Vigs = =Vizz Vi
kozos hémeérséklet 273 °K 273 °K T Ty

Minden nyoméast Hgem-ben mériink. A Torricelli-csé hossza L (cm-ben), a hidrogén térfogatanak meértéke, a hid-
rogén altal betoltott csérész hossza.

A hidrogénre az 1. és 2. allapotok kozott alkalmazzuk Boyle-Mariotte térvényét. A nyomasok pp1 = (100 —
70) Hgem = 30 Hgem és ppa = (60 — 40) Hgem = 20 Hgem. Tehat

30(L —70) = 20(L — 40).
Innen megtudjuk a Torricelli-cs6 hosszat: L = 130 cm. A négy hidrogéntérfogatnak megfelels csGhossz:
(Vh1) 60 cm, (Vh2) 90 cm, (Vh3) 80 cm, (Vha) 85 cm.

A hidrogén nyomasa a 3., illetve 4. allapotban p;3 = pp3s — 50 Hgem, illetve prg = pisa — 45 Hgem. A levegs
nyomasa 3. és 4. kozott nem valtozott meg, ezért a higanyszal csak Ggy mehetett le, hogy a hémérséklet emelkedett.
De akkor a dugattyut is feljebb kell hdzni, hogy melegebb allapotban a levegé nyomasa ugyanannyi maradhasson.

Felirjuk a hidrogénre az egyesitett gaztorvényt a 2. és 3. allapotok kozott:

20-90  (pi3a —50)80
273 Ts '

Felirjuk a hidrogénre az egyesitett gaztorvényt a 3. és 4. allapotok kozott:

(pi34 — 50)80 _ (pisa — 45)85
13 T, '

Felirjuk a levegére Gay-Lussac II. torvényét a 2. és 4. allapotok kozott:
pizs _ Ty
60 273"
Ennek az egyenletrendszernek a megoldéasa: pis4 = 80 Hgem, T3 = 364 K, T, = 451 °K. A hidrogén nyomaésai:

pr3 = 30 Hgem, prg = 35 Hgem. Ezzel minden kérdésre feleltiink.
A levegd térfogatainak az ardnyat is kiszamithatjuk:

‘/212‘/2232‘/24:6210112,4.

Ha ismeretes, hogy a Torricelli-csé keresztmetszet-teriilete példaul 2 cm?, akkor az elsé allapotban a hidrogén
térfogata 2 - 60 cm® = 120 cm?, 30 Hgem nyomas mellett, 273 °K-en. Ezért hidrogéniink normaltérfogata (120 - 30 :



76) cm® = 47,37 cm®. Mivel 22400 cm?® normalallapoti hidrogén tomege 2,016 gramm, ezért a mi hidrogéniink tomege
(47,37 - 2,016 : 22400) gramm = 0,00426 gramm.

Iglot Ferenc

Megjegyzés. Az eredeti feladat figyelembe kivanta vetetni a higany hékiterjedését is. Fizikus szempontbol nézve
ennek nincs sok értelme, hiszen a higany nem-linearis hékiterjedése és géznyomasa legaldbb annyit jelent, mint a
hékiterjedés okozta szdzalékos nagysagrendi eltérés.

3. A 4. dbra bal oldali rajza szerinti kapcsoldsban R négy darab egyenld ellendlldst, C1, Cs, C3, Cy egyenld, 1 uF-os
kondenzdtort jelent. A négy dramforrds fesziltségei Uy = 4 volt, Us = 8 volt, Us = 12 volt és Uy = 16 volt; belsd
ellendlddsuk elhanyagolhato. Mennyi a négy kondenzdtor dsszes energidja ¢ Mennyi a Co kondenzdtor téltése, ha H és
B pontokat révidre zdrjuk ¢

4. dbra

Megoldas. A kondenzator CU toltésének és CU? /2 energidjanak a kiszamitasahoz a fesziiltségre van sziikségiink.
Teritsiik ki a halozatot sikba (4. abra jobb oldali rajza). Az egyenaram nem folyhat at kondenzatorokon, ezért csak az
abra vastagon rajzolt vezetékein folyik aram. Ebben az aramkdrben 4R ellenédllasra Uy — U; = 12 volt fesziiltség van
rakapcsolva, tehat az dramerdsség:

U -1y
4R

Az ohmos fesziiltségesések és a telepek fesziiltségeinek a felhasznalasaval kiszamitjuk az egyes pontok fesziiltségeit,
alapul valasztva A pont fesziiltségét mint nullét.

I

A 0 volt
B (Uy—-Uy)/4 3 volt
O (Uys—-U1)/2 6 volt
G (U—-U1)/24U; 10 volt
H Us—U1)/24U1+(Us—U1)/4 13 volt
E (Uys—-U1)/24U1+ (Uy—U1)/2 16 volt
D (Uys—-U1)/24U1+ Uy —Uy)/4—-Us 1 volt
F (U4—U1)/4—U3+U2 11 volt

A kondenzatorok fesziiltsége, toltése és energidja:

C; (11 —10) volt=1 volt  1-1075 coulomb 0,5-107° joule
Cy (16 —11) volt=5 volt ~ 5-107% coulomb  12,5-107° joule
Cs (6 — 1) volt—5 volt ~ 5-107° coulomb  12,5-107° joule
Cy (1— 0) volt—1volt  1-10° coulomb 0,5-107% joule

A kondenzatorok 6sszes energiaja 26 - 1075 joule.

Ha H és B pontokat Osszekotjiik, akkor két kiilon aramkor alakul ki. Ezek csak egyetlen HB pontban fiiggenek
Ossze. Az alsé aramkorben Uy /2R erGsségili aram folyik és A-hoz képest E fesziiltsége Uy = 16 volt, H B fesziiltsége
Uy/2 = 8 volt. Az F pont fesziiltsége Uy /2 + Us = 16 volt. Igy Co kondenzator mindegyik lemezén egyforméan 16 volt
a fesziiltség, tehat ennek a kondenzatornak nincs toltése. gsmallskip

Szabd Zoltdn

4. Egy fiiggdleges siktikir eldtt elhelyeziink egy vékonyfali, gomb alaku, vizzel telt akvdriumot. Az akvdrium sugara
R és kdzéppontja 3R tdavolsagra van a tikortdl. Egy tavoli megfigyeld az akvdarium kézéppontjan at a tikorre merdlegesen



néz. Az akvdriumnak a tikorhoz legkézelebb levd pontjiban egy kis hal uszik v sebességgel az akvdrium fala mentén.
Milyen sebességgel mozognak egymdshoz képest a halnak a megfigyeld dltal ldtott képei ¢ A viz torésmutatdja n = 4/3.

Megoldas. A hal 1 masodperc alatt v utat tesz meg. Ez a szakasz legyen az a targy, amelynek kétféle modon kelet-
kezett képét keressiik. Csak a tengelyhez kozeli sugarakkal, kis szoggel szamolunk, ezért mindeniitt (toréstorvényben
és sinustételben) a szoget hasznaljuk sinusa helyett.

5. dbra

A Ty pontban tsz6 halrol mint targyrol, egyetlen tordfeliilet ad képet (5. abra fels6 rajza). A T1-bol v = AT10<
alatt indulo fénysugar tordszoge A-nal a vizben -+, a levegSben ny (kett6s ivi szog). Ennek a kilépd sugérnak a
visszafelé rajzolt meghosszabbitasa adja Kj-ben a virtualis kép helyét. Tovabba K1 ATy << = ny — v = (n — 1)y. A
K;Ty A haromszogre felirjuk a sinustételt:

KlTl (n — 1)’7

= =n-1
KlA Yy "

Mivel megengedett kozelitéssel K1A = K10 + R, K1T1 = K10 — R, ezért

Klo—R_n_
KO+R

Innen a virtualis kép tavolsaga a kdzépponttol:

n

K10 =
! 2—n

- R.

Viznél n = 4/3 és K10 = 2R. Ha a torésmutaté nagyobb, mint 2, a kép realis. A nagyitast a kép- és targytavolsag

hanyadosa adja:
Kl O n

7,0 2—n’

Viz esetében a nagyitas 2-szeres.

A siktiikdr E-ben van (5. abra als6 része). Ez a siktiikor a t6le 2R tavolsagban levs targyrol, a v sebességnek
megfelel szakaszrol a tiikor mogott 2R tavolsdgban, Ts ben ad ugyanakkora virtualis képet. T5 a gdbmb kézéppontjatol
5R tavolsagban van. Legyen altalaban 75O = kR. A Ts-ben levé virtualis kép ugy viselkedik, mint egy normalis targy,
amelyet a gdmbon mint lencsén at néziink; a tiikkorrel ezutdn mar nem kell térédniink. 75 redlis képét szamithatjuk a
vastag lencsék torvényével, de egyenes uton is megkapjuk.

A To-b6l v = CTyF< szog alatt induld fénysugar C-nél levs ¢ beesési szogét keressiik. Sinustétellel a ToOC
haromszogbél: 0 kR

€ 2
’y_C'O_R_k’ e =knv.
A tor6szog az ivegben:

¢ _M _ peoa=cpoa
n n

Ki kell szamitanunk a DOG<-et. Elgszor COF<t =¢ — vy = ky— v =~v(k —1). A COD< ugyantgy 180°-ra egésziti
ki a C-nél és D-nél levs szogek Osszegét, mint a COF< és DOG< Osszegét, ezért

k
DOG<I+7(I<:—1):2-%.



2k
Innen DOG<q = v <— —k+ 1>. Felirjuk a DOK> haromszogre a sinustételt:
n

OK, £ 7 kry OK, k
DKy, (9 T 9k " OKy— R 2k
vyl ——-k+1 Yl ——-k+1 ——k+1
n n n

Ebbédl megkapjuk a képtavolsagot:

kn
OKy=————"R.
2T nk—1) -2k
Ha k=5 ésn =4/3, akkor OKy = 10R/3. A nagyitas:
OK2 n

0Ty  n(2k—1)—2k

Ha k =5 és n = 4/3, akkor a nagyitas 2/3.

Foglaljuk Gssze a szamitasok eredményét. A hal valojaban v sebességgel halad felfelé. Virtuélis képe 2v sebességgel
felfele, realis képe 2v/3 sebességgel lefelé mozog. A két kép relativ sebessége 20+2v/3 = 8v/3, az eredetinek 8 /3-szorosa.

De most jon a legfontosabb. Mi az egész szamités értelme ? Eddig csak azt tudjuk, hogy a rajzlapon a gdmbtdél balra
egy virtudlis kép +2v, a gémbtdl jobbra —2v/3 sebességgel mozog. Mindkét mozgas a rajzlapon, a rajzolt képekkel
megy végbe, kiilonb6z6 helyeken. De mit 1at az ember, ha elvégzi a kisérletet 7

Ha a hal mellett milliméterskala van és ezek képein figyeljiik a halképek mozgésat, ugyanazokat a mérgszamokat
kapjuk, mint a valosagos sebességnél. A sebességek ellentétesek és az egyik sebesség a masiknak haromszorosa lesz,
tovabba az egyik hal haromszor olyan hosszii, mint a masik. De most nemcsak errél van sz6. Nagyon messzir6l kell
nézniink, hiszen egy messze a gdmb mogott levs és egy, a gomb el6tt levs képet egyszerre kell élesen latnunk. A két kép
tavolsidga 8,33 R. A redlis képet is latni lehet szemmel, ha a tiszta latas tavolsaganal messzebbrol nézziik. Itt van annak a
jelentGsége, hogy a feladat szovege szerint a berendezést messzir6l kell nézniink. Ekkor a kiilonb6z6 tavolsagokban levs
képekhez vezets egyenesek szogelfordulésait figyeljiik meg, és ha elég messzirdl néziink, akkor a kiilonb6z6 tavolsagok
ellenére is kozelitGen 8/3 aranyban névekedett sebességet észleliink. Természetesen valahogy informalédnunk kell a hal
valosagos v sebességérdl is.

A sebességnovekedés aranya altalanos esetben:

2n (k—1)(n-1)
2—n 2k(n—1)—n"

Erdemes a jelenséget tényleg megfigyelni. Széles, vizzel telt hengerpoharat tiikor elé allitunk. A halat fiiggSlegesen a
vizbe tartott hurkapalca helyettesiti. A palca mozgatasakor jol megfigyelhetjiik a képek kiilonb6z6 sebességi mozgésat.

Tichy-Rdcs Addam
Kisérleti feladat. Megmérendd egy adott fesziltségforris P hasznos teljesitménye, mint I dramerdsség fiigguénye !

Ennek alapjin hatdrozzuk meg az elem Ry belsd ellendlldsat és Uy elektromotoros erejét! Rajzoljuk fel a hasznos és
osszes teljesitmény, valamint n hatdsfok fiiggését R kiilsd ellendlldstol !

Az 6sszes teljesitmény Ps = Ugl, a bels6 ellenallas teljesitményfogyasztasa I? Ry, tehat a hasznos teljesitmény, mint
az dramerGsség fliggvénye:
P =Uyl — I’R,.
A grafikon, megegyezésben a képlettel, parabolat ad. P hasznos teljesitményt a lemért U kapocsfesziiltség és I aram-
erGsség szorzataként kapjuk meg. Két P, U, I értékcsoportbol Uy és Ry, szamithatd. Nem biztos, hogy a kisérletsorozat
folyaméan Uy és Ry allandé marad.

P L n
1
I I I
P A
¢ 7
\I ’

=0
0
=



Az Gsszes teljesitmény:

2

Ps=Uyl = %.
A hasznos teljesitmény: ,

U§ Ry,

T R

A hatasfok
P Ry,
TP TR+ R

Py és n Ry-tol hiperbola-fliggvény, P a fenti tortfliggvény szerint fiigg. A grafikonokat a 6. 4bra mutatja.
Gdcs Lajos



