1. Megfigyelve a lépet, melyet a méhek az 6sszegytjtott méz elraktarozésa és az ivadékok felnevelése céljara viaszbol
épitenek, azt latjuk, hogy az megkozelitSleg egybevago sejtekbdl all. A sejtek alakja szabalyos hatszog alaptu egyenes
hasab, amelynek egyik alapja hidnyzik — ez a bejarati nyilds a masik alapjat pedig harom egybevagd rombuszbol &ll6
zarolap-rendszer helyettesiti (1. abra).

1. dbra

A sejtek két rétegben helyezkednek el, s az ugyanazon rétegben levé sejtek oldallapjaikkal illeszkednek egyméshoz és
bejarati nyilasuk sikja k6z0s, a kiilonbozs rétegben levsk pedig rombusz alaka zardlapjaikkal (2. abra). Az illeszkedés
hézagmentes, tehat a sejtek lapjai (a lép szélén elhelyezked6 lapok kivételével) két szomszédos sejt kozos lapjaul
szolgalnak. (A sejtek allasa a méhkasban a 2. abra szerinti, a 1ép hatarolé sikjai koriilbeliil fliggtlegesek; ha viszont a
matematikus egyetlen sejtet ragad azt természetesen az 1. abran latott modon allitja maga elé.)
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2. dbra

A lépsejtek kozepes mélysége 11,3 mm, az alap-hatszog élhossza 2,7 mm (esetenként kis eltérések vannak), vagyis
a sejtek mélysége kb. 2-szer akkora, mint az alapidom atmeérgje.

A meéheket a takarékossag mintaképének szokas tekinteni, kézenfekvs hat a kérdés, ,.gazdasigosan” bannak-e a
viasszal a sejtépitésben. Matematikus gondolkodassal mindjart igy egyszertsitenénk a kérdést: mennyi viasz felhasz-
nalasaval tudnak adott mézmennyiség elraktarozasihoz elegendd sejtet épiteni. Méas szoval: adott térfogat mellett
mekkora a sejt felszine ? Minél kisebb a felszin, annal gazdasdgosabb a méz tarolasa.

Arra gondolni, hogy egyetlen tartaly esetén a gomb a leggazdasagosabb alak erre a problémara, csak azért érdemes,
hogy raddbbenjiink: egészen mashogyan kell hozzanytulnunk a kérdéshez. Hiszen a méhcsaladnak igen nagy szami kicsi
sejtre van sziiksége, és 6sztoniik a sejt alakjanak, méreteinek kialakitdsaban nyilvan mas, biolégiai, fizikai adottsagokhoz
is alkalmazkodott. (PL. a kiralyné-nevel§ sejtek nagyobbak, teherbiras stb.) Az ilyenek elemzése természetesen nem a
matematikus dolga, viszont nem volna dialektikus, ha tudomast sem vennénk réluk. Probaljuk ezért el6szor az adott
helyzetet nagyjabol megérteni, miel6tt szdmitasba kezdenénk.

A sejtek egymaés kozti egybevagosagaval (csak a dolgozokat nevels és méztarolo sejtekre gondolva), konvexségével —
az 6 ,nyelviikon” mondva azzal az 6sztonos torekvéssel, hogy az épitésben minél tobb egyformasag nyilvanuljon meg —,
tovabba a sejtfalak kétoldali kihasznélasaval megmagyarazhato, hogy a falak csak siklapok lehetnek. Hozzavéve, hogy
minden sejthez kiilon bejarat kell, éspedig csak egy, adédik a lép kétrétisége és a cellak nagyjabol hengeres, hasabos,
egy fejl6dé méh testét éppen befogado alakja, a parhuzamos hatarlapok, mert igy a sejtek hatarfeliiletének a nyilastol
legtavolabbi részei — a mondott zarélapok — szintén kétszeresen vannak kihasznéalva.

Az egyes sejtek szimmetridja, részletezve: lapjainak egybevagosaga és a talalkozd lapok kolcsonos helyzetének
egyformasaga is megérthets az épités egyszertiségébdl, ezért egyenlSk az alapidom oldalai és szogei, ezért derékszogek
az alapon levé lap és élszogek. Végiil abban, hogy a szabalyos sokszognek kikovetkeztetett alapidomnak éppen hat



oldala van, azt latjuk érvényesiilni, hogy a sikot egyrétien és hézagtalanul, egybevagd, szabélyos sokszogekkel lefedni
csak ugy lehet, ha a sokszog oldalainak szama 3, 4 vagy 6, és e harom idom koziil régzitett teriilet esetén éppen a
szabalyos hatszognek van legkisebb keriilete.

Ezek alapjan a tovabbiakban adottsagnak tekintjiik, hogy a lépsejtek szabalyos hatszog alapi egyenes hasabok —
legalabbis a bemeneti résziik ilyen alaka — és figyelmiinket a zarélapok alakjara és elhelyezkedésére forditjuk.

2. Meggondolasaink egy része elemi geometriai jellegli, masrészt alkalmazni fogjuk a differencidlszamités elemeit
is. Ekozben egyes részletek bévebb atgondolasat az olvaséra hagyjuk.

Tekintsiink egy ABCDEF szabalyos hatszog fed6lapa egyenes hasabot (3. dbra).

3. dbra 4. dbra

3v3
Alapélét egységnek vessziik, AA" oldalélének hosszsagat a-val jeldljiik. Térfogata ekkor T\/_a. Metssziik le hasa-

bunkrol az A, C és X pontokon dtmend sikkal az AXCB tetraédert s forgassuk el 180°-kal AC' mint tengely koriil.
Ekkor a B cstcs a hatszog O kozéppontjaba keriil, az X csics az O-ban emelt meréleges egy P pontjaba s az A,
X, C, P pontok egy rombusz csiicsai lesznek. Valasszuk meg ezutdn Y-t az FF', Z-t a DD’ oldalélen 1gy, hogy
FY = DZ = BX, és jarjunk el hasonloan az EY AF és EZC D tetraéderrel. Az elforgatas utan F' és D megy at O-ba,
Y és Z pedig E-be.

Az igy keletkezett siklapu testet nevezziik lépsejtidomnak. Ennek zarolapjai az AXCP, EY AP és CZEP rom-
buszok, és térfogata megegyezik az eredeti hasédbéval. Felszinérdl viszont azt sejtjik, hogy kisebb, mint az eredeti
hasabé.

Vezessiik be a BX = x jelolést és kérdezziik: « mely értéke mellett lesz a lépsejtidom felszine minimalis. (Megje-
gyezziik, hogy x valtoztatasaval a zarélaprendszer mingségileg nem valtozik, hacsak 0 < x < a, csupan a rombuszlapok
sikjai fordulnak el a végzett forgatasok tengelyei koriil. Szokasos kifejezéssel: egy szabadsagi fokunk van a valtoztatéasra:
a zarolapok szogének valtoztatasa.) A felszint megado

3
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fliggvénynek csak ott lehet minimuma, ahol derivalt fiiggvénye a 0 értéket veszi fel. Marmost az
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egyenlet egyetlen (pozitiv) megoldasa z = % Megmutatjuk, hogy F’(z) monoton névekvs (természetesen csak az

x > 0 értékeket tekintjiik). Ugyanis azonos atalakitasokkal



3 :
x novekedésével a 2 tag és vele az egész nevezs csokken, a tort és vele F'(x) is n6. Amde az z = 0 helyen (az
x

2 2
eredeti alakbol) F'(0) = —3, és mint tudjuk, F’ (%) = 0, és uténa tovabb ng, vagyis a% helyen F'(z) negativbhol

; 2
pozitivba megy &t, és ennek megfelelGen F(z) csokkenésbdl novekedésbe megy at. Igy az x = T helyen F(x)-nek
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3v2
valéban minimuma van, és ott van az egyetlen minimuma, amelynek értéke F' (T) = 6a + T\/— = 6a + 2,1213

teriiletegység.

2
3. Most méar tobb érdekeset mondhatunk az optimalis (legkisebb felszint) lépsejtidomrol. z = T esetén egyszerd

3v2 V6

3V2
szamitasokkal a rombuszlap oldala AX = s éppen 3z —, 4tloi PX = —— és AC = /3, ezekbdl teriilete T\/—,

vagyis meértékszamban egyenld AX-szel, tehat a rombuszlap magassaga (szélessége) 1. Ez ismét ugyanannyi, mint a
hasab oldallapjainak szélessége, mas szoval X -nek PA-t6l és AA’-t6l valo tavolsaga egyenld. (A 3. dbréan jobb attekintés
érdekében z-et joval nagyobbnak vettiik, mint az optimaélis 0,354 érték.) Ebbdl és a lépsejtidom (forgasi és tiikrozési)
szimmetriaibol kovetkezik, hogy idomunk A (valamint C' és F) csucsénal dsszefutd 4 él szomszédos parjai kozti szogek
egyenlgk; mindegyik hegyesszog, mert a PAXC lapban PX < AC. Tovabba az is kovetkezik, hogy 3 — 3 egyenld
tompaszog (az el6bbiek kiegészits szoge) fut 6ssze a P, X, Y, Z csicsokban.

Ezek szerint lehet gy forgatni az optimalis lépsejtidomot egy, az X cstcsan atmend tengely koriil, hogy A a
C-be jusson, az XC egyenes az X B’ élre és X B' az X A egyenesre (igy az AA’ ¢l a CP egyenesre fordul ra). Ez —
tovdbbmenve — azt jelenti, hogy a PAXC rombuszlap ugyanakkora szdget zar be az AX B’ A’ oldallappal, mint ez a
CX B’ oldallappal, vagyis 120°-ot. Eszerint az optimalis 1épsejtidom 15 éle mindegyikénél az ott dsszefutd 2 — 2 lap
120°-0s szoget zar be egymassal.

A mondott forgatést még 2-szer ismételve az X A, XC, X B’ élek visszajutnak eredeti helyzetiikbe, tehat a forgatas
szoge is 120° volt.

Azt is konnyt belatni, hogy lépsejtidomunk egybevago példanyaival hézagtalanul és atfedés nélkiil ki lehet tolteni a
térnek olyan savjat, melyét két parhuzamos sik hatérol egyméstol 2a tavolsagban. Toljuk el a PAXCZEY A'B’ .. . F' =
S sejtidomot az EC' vektorral az S helyzetbe. EA-ral az Ss-ba; a 4. dbran a hatarsikokra merdéleges iranybol nézve
latjuk ezt a helyzetet, minden jelz6betd 2-es, illetve 3-as indexet kapott az Gj helyzetben, egyes ilyen pontok mar a 3.
abran is fel vannak tiintetve. Ekkor Y5 FEs egybeesik X C-vel és Z3F3 az X A-val, So és S egy-egy trapézlap mentén
hézagtalanul illeszkedik S-hez és egymashoz, az X B’ él mentén a tér ki van toltve. Tovabba az X = Y> = Z3 pontban
a harom sejtidom egy-egy rombuszlapja fut Ossze tompaszogi csucsaval. Ha tehat S-et elforditjuk AC' mint tengely
koriil, 180°-kal, az igy kapott Sy-nek Py cstcsa is X-be jut (tovabba X4, Y374 cstcsa rendre a P-be, Ps ba, Py-be)
és a tér Py koril is ki van toltve. A tovabbi kitoltésben természetesen az AC-t is bevessziik transzlacios vektornak
és az eddigi vektorok (—1)-szereseit is, és ugyanezekkel toljuk el Sy et is. — Ez a zarodas — kitoltés nincs kotve a-nek
optimalis értékéhez, érvényes barmely 0 < z < a érték mellett.

Hasznos lesz a tovabbiak szemléletének konnyitésére eredményiinket az aldbbiak szerint is elmondani. A térsavot
kitolts sejtidomrendszer ugy keletkezett, hogy elGszor a 3. abra kiindulasi hasabjan végeztiik el a legutobb leirt eltola-
sokat, forgatasokat. Igy a térsav hézagtalanul és atfedés nélkiil van kitoltve, felezdsikjaban az egyik réteg minden egyes
lapkozéppontjaval egybeesik a masik réteg harom egymashoz csatlakozé hasabjanak kozos cstcsa, példaul O4-gyel B,
Fy és D3, az O-val egybeessk egyike pedig Bs. Tovabba egy also és egy fels6 rétegbeli hasab véglapjainak k6zos része
egy egységnyi oldali, 60° sz0gld rombusz, példaul ABCO, illetve a folotte levs hasabrol A4O4CyBy. Ezutén ,térrész
atcsatolasokat”, cseréket hajtottunk végre a két réteg igy érintkez6 hasdbtartomanyparjai kozott. Kettévagtuk példaul
a most mondott rombuszt AC = A4Cy atloja mentén és ezen at levagtuk a két hasabrol a BX = B4 X4 = = magas-
sagi ACBX, A4CyB4X, tetraédereket és hozzacsatoltuk mindegyiket a mésik (megcsonkitott) hasabtartomanyhoz.
Ugyanezt végeztiik minden olyan — egy alsé és egy fels6 rétegbeli hasabbol allo — par kozott, melyeknek van k6zos
véglap-része. Igy minden hasabrol 3 tetraédert csonkitottunk le és 3 masikat csatoltunk hozzé, az utébbiak egyesitve
egy, az ACEP-vel egybevagd tetraédert adnak. Minden hasabos tértartomany ugyanannyi térfogatot kapott a méasik
rétegbeli 3 szomszédjatol, mint amennyit azoknak atadott, igy a sejtidomtartomanyok térfogata egyenls az eredeti
hasabtartomanyokéval, és természetesen a térsav most is hézagtalanul és egyréttien van kitoltve.

4. Visszatérve most méar eredeti kérdésiinkhoz, a lépsejtidomunk lapjaiban levs szogekre, X AP<{ = XAA'q = «
jeloléssel az AX = 3x = 3BX észrevételbol cosa = 1/3, a = 70°32’, ez tehét az optimalis 1épsejtidomon levé 6 trapéz
és 3 rombuszlapnak a hegyesszoge.

Mivel ez a hegyesszog a 1épsejtidom alakjat egyértelmiien meghatéarozza, elegendd ezt dsszehasonlitani a valésagos
lépsejt megfelel szogével. A méheknél ezt a hegyesszoget kb. 70°-nak talaljuk, ennél pontosabb megmérésnek nem is
volna értelme, mivel a puha viaszbél kialakitott sejtekben az élek és a csticsok természetesen kissé legombolyitettek.
Igy érthet6 az az igen elterjedt nézet, hogy a méhek sejtjeik zarolapjait a leggazdasagosabb modon épitik meg.

'Lasd pl. H. Dérrie: A diadalmas matematika. Gondolat Kiado. Budapest, 1965. 384. oldal. — Mdra Ferenc: A vilag igy megyen.
Szépirodalmi Kiad6. Budapest, 1956. 162-165. oldal.



5. Ezt a vélekedést 1964-ben Fejes-Toth Ldszlo megcafolta. Gondolatmenetét a kovetkezGkben ismertetjiik, el6-
készitésiil azonban egy masik utat mutatunk arra, hogyan lehet eljutni a méhek lépsejtidomahoz.

Tekintslink egy kockat, s minden egyes lapjéra illessziink egy vele egybevago kockat gy, hogy az illeszkedd lapok
egybeessenek (5. abra bal oldali része), majd vegyiik egy konvex siklapu test cstcsaiul az eredeti kocka 8 cstcsat, meg
a tovabbi 6 kocka kézéppontjat (az abra jobb oldali része).

5. dbra

Ezt a testet — mivel 12 (gorogiil: dodeka) lapja van s ezek mind egybevago rombuszok — rombdodekaédernek szokas
nevezni. Két olyan csucs, mint az dbran A és C, két szomszédos kockalapon illeszkedd kockak kozéppontjai, akkora
tavolsdgban van egymastol, mint a kocka egy lapjanak atloja — az abran példaul YZ, igy a PAXC rombuszlap két

6
atlojanak aranya \/5, akércsak a méhek rombuszainl a v/3 : £ arany, tehat a rombdodekaéder lapjai hasonléak a

fent talalt optimaélis lépsejtidom rombuszaihoz. Tovabbi egyezés az 5. és 3. dbrék kozott, hogy a rombdodekaéderen is
az eredeti kockacsucsokban (mint P) 3 —3 rombusz fut Gssze a tompaszogével — mas szoval a révidebb atlo végpontjaval
—, a hozzaillesztett kockak kozéppontjaiban pedig (mint A) 4 — 4 rombusz hegyesszoge, hosszabbik atloja talalkozik.

6
Ezek szerint, ha egy g éld kockabdl kiindulva alkotunk rombdodekaédert, ebbdl elhagyjuk azt a 3 lapot, amely

a kocka P-vel szemben fekvs csacsdban fut 6ssze, a PAYE, PEZC, PCX A lapokhoz az AXCZFEY A ,koronavonal”
mentén csatlakozé 6 rombuszlapot pedig a csatlakozasi éllel szemben levé él tavolitasaval ,folytatjuk”, akkor éppen az
optimaélis lépsejtidomhoz jutunk. (A lépben a P-bdl indulé kockaétlo fordul vizszintesre.)

Erre tamaszkodva Fejes-T6th Ldszlo felvetette: van-e mas olyan siklapu test is, amelynek 6 lapjat alkalmas modon
folytatva, egyes lapjait viszont elhagyva, szabalyos hatszog alapu egyenes hasdbot kapunk, egyik végén olyan zardlap-
rendszerrel, amely alkalmassé teszi arra, hogy — a 1épsejtidomhoz hasonléan ismételve — két rétegben hézagmentesen
elhelyezhessiik, s emellett a kapott idom felszine — véltozatlan térfogat mellett — kisebb, mint a lépsejtidomé.

Fejes-Toth Laszlo leirt egy ilyen testet. Vett két olyan egybevago szabalyos négy oldala gulat, amelyeknél az oldallap
magassiga egyenls az alapéllel, ezeket alapjaikkal Gsszeillesztette, majd a kapott kettGs gilanak — ami a szabalyos
oktaéderbdl is elGéallithato, egyik csucstengelyével parhuzamos, m = 1,22 aranyd nyujtassal — mind a 6 cstcsat
Jlecsonkitotta”, a szemben levd csucsparokat osszekots 3 tengelyre merdleges sikokkal (6. abra).

2. Fejes T6th: What the bees know and what they do not know. Bulletin of the American Mathematical Society, 70 (1964) pp. 468-481.
(Magyarul: Mi az, amit tudnak a méhek és mi az, amit nem tudnak.)



6. dbra

A kiindulasi guldk (négy élid) csucsait eltavolitd sikok félmagassagban metszik a gulédkat, negyedelik a tengelyt,
felezik a végpontjaiba befutd 4 — 4 élt. A tovabbi 4 cstucsot levago sikok pedig a cstcsoktol szamitott elsé nyolcadolo
pontjukban metszik az illet6 (a {6 tengelynél rovidebb) tengelyt, vagyis negyedelik az eredeti kettSs gulanak az illetd
csticsban Osszefuto éleit, és igy a kettGs csonka gula oldaléleit felezik (ugyanis a kettGs gula barmelyik csucstengelyét
véve; a tobbi 4 csics egy sikban van).

Az igy nyert testnek 14 lapja van, paronként parhuzamosak, a test szimmetrikus az Osszeillesztési sikokra és az
egyes gulak szimmetriasikjaira (4 sik). Megtartva bel6le azt a 4 lapot, amely az egyik Osszeillesztési alapélen keletkezett
U, V negyedel6 pontokban fut Ossze (2 hatsz6g és 2 rombusz), elhagyva az ezekkel parhuzamos 4 lapot és folytatva a
tovabbi 6 lapot, el6ttiink all a kivant alak, nevezziik ezt négyzdrolapi sejtidomnak.

Valéban, idomunk meghosszabbitott lapjai egy szabalyos hatoldala hasib oldallapjai, mert a kett&s gulabol bar-
melyik alapélének o felez6 merdleges sikja 60° sz0gl rombuszt metszett ki, ebbdl az elsé két csonkito sik szabalyos
hatszoget hagy vissza és a meghosszabbitott 6 lap mindegyike meréleges o-ra. (A 14 lapu test tulajdonképpen két egy-
bevagd szabalyos hatoldala hasab kozos része, melyeknek tengelyei mer6legesen metszik egymast és két parhuzamos
lappéarjuk sikja kozos.)

A négyzarélapu sejtidom felszinének és térfogatanak megallapitdsahoz megmutatjuk, hogy idomunk, a kiindulasi
gulak alapélét 2 egységnyinek véve — a haromzarélapu sejtidomnal (3. dbra) latott lemetszésekhez és elforgatasokhoz
hasonléan — elgallithat6é az a magassagi, 1 alapéld szabalyos hatoldala hasabbol. Legyen ugyanis M, N, P, @ sorban
a hasdb FA, BC, FE, DC fed6élének felezGpontja, toviabba mérjiik fel az A-bol, B-b6l, F-bdl induldé oldalélre az
AX = BY = FZ = 1/4 szakaszt (7. dbra, AX nagyitva).

7. dbra 8. dbra

Csonkitsuk le az AB élt az M, N, X (és Y') pontokon dtmend sikkal, az F' cstucsot az M PZ sikkal, és forgassuk
el 180°-kal a lemetszett M AX N BY Otlapt testet M N mint tengely koriil, a PM FZ tetraédert PM koriil. Ekkor A
és B az F'C atlo elsd, illetve harmadik negyedel$ pontjaba jut, I be, illetve Cy be, hiszen F'C' = 2AB = 2XY, az F
csdcs ugyancsak Fy be, masrészt X és Z az Fy folott egyesiilnek U-ban, ahol F1U = AX = 1/4, az Y cstcs pedig a
C; folé jut.

Jarjunk el hasonléan a DF éllel, a C' csiccsal, és forgassuk el 180°-kal a lemetszett, az el6bbiekkel rendre egybevago
testeket PQ, illetve QN koriil, igy E is Fi-be, D és C is Cq-be jut, a testek 4j cstcsai pedig U-ba, V-be.

Az igy kapott zardlaprendszer két lapja az M XY NVU két szimmetriatengelyt hatszog és az M Z PU rombusz, a
masik kettd ezek tiikkorképe, hiszen a rendszer nyilvanvaléan szimmetrikus az F'C és AE atlok felezé meréleges sikjara
nézve. A hatszégben MN = 3/2 és XY = XU = 1, a tovabbi élek M X = MU = MZ = \/5/4, végiil a rombusz 4tl6i
MP =+/3/2, ZU = /2/2 és ugyanezeket az értékeket kapjuk a 6. 4bran latott, elére ugyanigy betiiztt test lapjainak
méreteire.

Ezek szerint a négyzarolap sejtidom térfogata annyi, mint a kiindulési hasabé. Zarolaprendszerének és palastjanak

felszine
1 2-v3 1 1
2 (1+2-§) + \/_8\/_] , illetve 2((1—1) +4<a—§>,
egylittvéve
3 6
6a+§ + % = 6a + 2,1124

teriiletegység, kisebb, mint a haromzarolapu sejtidom felszine (azonos térfogat mellett).

Hatra van még a két parhuzamos sik kozti térsav kitoltésének bizonyitasa a négyzardlapu sejtidommal. A korab-
ban végzett térrész-atcsatoldsi meggondoldsunkon az iménti csonkitasi és forgatasi 1épéseinkhez igazodva, csak kis
modositast kell végezniink: a felsé réteget az als6hoz képest masképpen kell elhelyezniink, mint az 5. abra esetében,



hiszen az iménti csonkitasok és elforgatasok lényegében négy atcsatolast, cserét jelentenek. A 7. abra M ABN trapéza
M FyC1 N-be keriilt at, vagyis AB az F1C be, eszerint az also rétegbeli oldalfalak eddigi alaprajzabol ugy késziil a felsé

A
réteg alaprajza, hogy azt az —— vektorral toljuk el (8. abra). Ezaltal a térkitoltés is felveszi a négyzardlapu sejtidom

szimmetridjat: 2 tiikkorsikrendszere van egymasra merdéleges sikallasokkal, szemben a méhek 3 tiikorsik allasaval.

A Fejes-Toth-féle sejtidom tehat gazdasagosabb az optimélis 1épsejt idomnal. Mégis, a méhek ,mentségére” meg
kell jegyezniink, hogy az utobbi zarolaprendszer esetében a cella teljes felszine alig 3,3 % ,-kel kisebb, mint a méheknél
(ugyanis a bevezetSben k6z0lt, mért értékekkel a = 11,3/2,7 = 4,2), tovabba hogy a négytagt zarolaprendszer épitése
bonyolultabb lenne (2-féle lapalak, a lap- és élszogeket nem is szamitottuk).

6. Lehet-e tovabb javitani a sejtidom négytagu zarolaprendszerének méreteit 7 Kideriil, hogy a 7. dbra XA = «
méretének valtoztatasaval lehet, bar ismeét csak kis meértékben. Igy az idom felszine

1 5
G(z) =6a—4x+1\/48x2+3+1 1622 + 3,

amibdl a fenti vizsgalathoz hasonl6an

3x 5x

3 5
+ —1) =4
V4822 +3 1622 + 3 ) \/ A

+ -1,
3 3
8+ ) \/ 16 + )
G'(0) = —4 és x> 0 esetén G'(z) monoton né, a G'(z) = 0 egyenlet gydke [ = = 0,279... | itt G/(z) negativbol
pozitivba, maga G(x) pedig csokkenésbdl névekedésbe vélt at, itt van az egyetlen minimum, melynek értéke G(0,279) =
6a + 2,1092, a méhekénél 4,5 % -kel kevesebb.

Nincs bebizonyitva, de valdszind, hogy az igy kapott zarolaprendszer (alabb 0j idomnak nevezziik) nem javithato
tovabb — ti. a zarolapok mindségileg mas megvalasztasaval —, mas szoval a felhasznélt viaszmennyiség szempontjabol
ez a leggazdasagosabb zarolaprendszer.

7. Befejezésiil nézziik még meg, hogyan alakul harom eredményiink, ha — a méhészek ismert modjan — midléppel
konnyitjiik a méhek munkajit, viasztermelés helyett a mézgytjtés felé iranyitva 6ket. A mtlép készen adja a méhek-
nek a zarélaprendszert, kb. 20 x 30 cm méreti ,recézett” lemezként, és ehhez csak az oldalfalakat kell megépiteniiik.
Mennyiségben ez még mindig a nagyobb része a munkanak, de egyuttal bizonyara az egyszeribb része is. Tablaza-
tunkban az emlitett a = 4,2 érték alapulvételével felirtuk a sejt Osszfelszinét (a bemeneti nyilas nélkiil) és ennek
megoszlasat zarélaprendszerre és oldalfalakra. Igy a megépitends palastfelszin tekintetében a méhek a rangsor kozépss
helyét foglaljék el, az 4j idom a legjobb, mert x-nek 0,25-r61 0,279-re emelésével a zarélapok meredekebbek, felsziniik

né, tehat nagyobb a felszinnek mitiléppel el6készithets része.
1 sejt Osszfelszine Zardlaprendszer Palést felszine

6'(a) =1

felszine
Meéhek: 27,2324 3,1820 24,0504
Négyzarolapua
idom: 27,2235 3,1124 24,1111
Uj-idom: 27,2203 3,2260 23,9943

Erdekes geometriai-biolégiai kisérlet lenne a méheknek Fejes- Toth-féle vagy j idomt miilépeket bekésziteni, vajon
hogyan csatlakoztatnak a hatoldala palastokat a 10 tagt koronavonalhoz.

Csakany Béla A

3A G'(z) = 0 egyenletbdl a gySkmennyiségeket a szokasos modon eltiintetve negyedfoka egyenletet kellene megoldanunk. Emiatt
célszeriibb kozelits eljarast alkalmaznunk a kdvetkezd modon. Eszrevessziik, hogy G’(0) < 0, G'(1) > 0; igy 0 és 1 kdzdtt a G'(z) = 0

1 1
egyenletnek van megoldasa. Tovabba G’ (5) > 0, igy 0 és 3 kozott van megoldas. Ezt a eljarast folytatva, az n-edik lépésben a megoldast

hossziisagt intervallumba, szorithatjuk. Igy nyertiik az = 0,279 ... értéket.

2n71
4K8szonetet mondok a SzerkesztGség tagjainak: Bakos Tibornak, volt tandromnak, e cikk elkészitéséhez nyujtott Onzetlen segitségéért
és Matavovszky Tibornak értékes megjegyzéséért. A szerzo.



