Elsé feladat. Legfeljebb hdny hegyesszige lehet egy (onmagdt nem metszd) sikbeli n-szégnek?

Megoldas. Jelolje k a sokszog hegyesszogeinek szamat. Mivel minden hegyesszog kisebb, mint 90°, a hegyesszogek
Osszege kisebb, mint k- 90°. A t6bbi n — k szogrol csak annyit tudunk, hogy kisebbek, mint 360°, igy Osszegiik kisebb,
mint (n — k) - 360°. Igy az n-sz0g sz0gosszege kisebb, mint

k-90° + (n — k) -360° = n-360° — k - 270°.
Masrészrol azonban az n-szog szogeinek osszege (n — 2) - 180°, tehat
(n—2)-180° < n - 360° — k - 270°,

ahonnan rendezés és 90°-kal valo osztas utan

3k<2n+4
adodik. Mivel mindkét oldalon egész szam 4all,
3k <2n+ 3,
és igy
2n
E<—+1.
<3 +

Igy azt kaptuk, hogy egy sikbeli n-szognek legfeljebb

2n
— 1
5
hegyesszoge lehet (a szOgletes zarojel, mint szokasos, a szdm egész részét jeloli).

Hozzatartozik még a feladathoz annak megmutatasa, hogy ez a korlat el is érhetd; mas szoval, olyan n-szoget kell

2
konstrualnunk, melyben a hegyesszogek szdma pontosan ?n + 1.

2
Foglalkozzunk elGszor azzal az esettel, amikor n 3-mal oszthato, vagyis n = 3r. Ekkor {?n] +1=2r+1.

1. dbra

Tekintsiink egy 60°-os korcikket, legyen a koriv két végpontja A és B, a korcikk csiicsa P, és osszuk az AB ivet a Cy,
Cs, ..., Co_o pontokkal 2r —1 egyenld részre. Jelolje S; a Co;—1 PCo; haromszog stlypontjat (i = 1,...,r—1). Hazzunk
S;-n at parhuzamost PCy;_1-gyel, és messe ez a Co;_2Co;_1 egyenest Do, _1-ben, Cy-on A-t értve. Hasonloképpen legyen
Dy; a PChy;-vel parhuzamos, S;-n athalado egyenesnek és Cy;Co;11-nek metszéspontja, Co.—1-en B-t értve (1. abra).
Tekintsiik marmost a kdvetkezs sokszoget:

Y. = PAD51D3D3S3Dy ... D2 _15;D2;D2i1Si41 ... Dar_3S,—1D2r_2BP

(2. abra). Ennek nyilvan 3r csicsa van és 2r 4+ 1 hegyesszoge a P, A, D1, Do, ..., Da,_o, B csticsok mindegyikénél
hegyesszoge van. Ugyanis az APB szog 60°, a PAD; szog a PAC, egyenl6 szari haromszog alapjan fekvs szogek
egyike, tehat hegyesszog, az AD1S:1 szog pedig ezzel egyenld, hiszen AD,S; és AC, P parhuzamos szaru szogek. A
tobbi felsorolt szogrdl hasonléan lathato be, hogy hegyesszogek.
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2. abra

Masodszor azzal az esettel foglalkozunk, amikor n 3-mal osztva 1-et ad maradékul, vagyis n = 3r + 1. Ekkor

2
[?n} +1=2r+1. Az el6z6ek szerint tudunk olyan 3r-szoget szerkeszteni, melynek 2r + 1 hegyesszoge van. Tekintsiik

az el6zGekben megszerkesztett 3 sokszoget, és az AP oldal felez§ merdlegesén véilasszunk egy olyan ) pontot, mely
benne van a PAC, haromszogben. Ekkor QAC, <t < PAC, < és QPB< < APB<, tehat hegyesszogek, igy a X sokszog
AP oldalat az AQP tordttvonallal helyettesitve olyan ' (3r + 1)-szoget kapunk, melyben 2r + 1 hegyesszdg van
(3. abra).

3. dbra

Végiil tekintsiik az n = 3r+2 esetet. Tekintsiik ismét a 3r csticsu X sokszoget. Legyen P A, ill. PB (P-hez kozelebbi)
harmadolépontja Q1, ill. Q2, és P-nek Q1Q2-re valo tiikorképe P;. Ekkor a ¥ sokszog AP, PB oldalait az AQ1P1Q2B
toréttvonallal helyettesitve olyan X sokszoget kapunk, melynek 3r + 2 csticsa és 2r + 2 = ?n] + 1 hegyesszoge van,

hiszen a P helyett felleps harom cstcs koziil kett6ben, Q1-ben és Qa-ben 60°-0s, vagyis hegyesszog van (4. abra).
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Megjegyzések. 1. Az olvasora bizzuk annak belatasat, hogy a X, X', ¥ sokszégek nem metszik 4t Snmagukat.
2
2. Szamos méas modon is konstrualhat6é n szogponta, [?n} + 1 hegyesszoggel rendelkezd sokszog. Tobb versenyzd

teljes indukcioval definialta ezeket, n-rél n + 3-ra lépve (ekkor n = 3, 4, 5 esetére meg kell adni egy-egy példat, ami
nyilvdnvalo). A legtébb megoldasban ¥ a fentihez hasonléan volt megalkotva, de belSle Y-t és ¥”-t mar igen sok
kiilénboz6 modon készitették el a versenyzdk.

3. Tobb versenyz6 megjegyezte, hogy ha csak konvex sokszogekre szoritkoznank, a hegyesszogek maximélis szama
3 volna.

Masodik feladat. Mi a valdszintisége annak, hogy eqy lottohiuzds ot szama kézétt van legaldbb két szomszédos
(amelyek kilonbsége 1)

I. Megoldas. Jelolje p a kérdezett valészintiséget, k& pedig az elsé 90 szambol kivalaszthaté azon szamotosok

. . . ) o ) 90 )
szamat, melyekben nincsen két szomszédos. Mivel az 0sszes lehetséges lottéhtuzasok szama ( 5 >, azért

igy tulajdonképpen a k szam meghatarozasa a feladat.
Tekintsiink egy olyan
1<a<b<e<d<e<90

szamotost, melyben nincs két szomszédos azam. Ekkor az

szamotos szamai kiilonbozok, és 1 és 86 kozé esnek. Megforditva, minden
1<d <b < <d <e <86

szamotos esetén
a, b+ 1, d+2, d + 3, e +4

olyan szamotos, melynek mindegyik eleme 1 és 90 kozé esik, és nem tartalmaz szomszédos szamokat. Igy k egyenls az
els6 86 szambol kivalaszthato szamotosok szamaval, vagyis

k= (856).

86
p_1_\0J | 8685848382

(5)

II. Megoldas. Az el6z6 megoldasban talalt k& szamot mas Otlettel is meghatarozhatjuk. Tekintsiink egy sorban 90

Innen

T 0089888786 2

egyforma golyot, egy kicsit ferde valyuban és emeljiik ki az a-adikat, b-ediket, c-ediket, d-ediket és e-ediket, ahol a,
b, ¢, d, e egy olyan lottoszamotos, amely nem tartalmaz szomszédos egészeket. A visszamarado golyok dsszegurulnak,
és egy 85 golyobdl allo lancot alkotnak. k marmost annak szamét jelenti, ahanyféleképpen 5 nem szomszédos golyot
a 90-bdl ki lehet emelni; vagyis, megforditva, ahanyféleképpen a 85 golyobol allo lancba 5 golyot be tudunk iktatni
gy, hogy ne legyen kozottiik két szomszédos. Egy ilyen ,beiktatast” azzal jellemezhetiink, hogy megmondjuk, a lanc
86 ,,golyokoze” koziil melyik 5-6t valasztjuk ki (a lanc eleje és vége is ,koz -nek szamit, ezért 86 a szamuk). Vagyis

86
k= .
(5)
Megjegyzések. 1. Ha n szamboél m-et huzunk, akkor annak a valészintsége, hogy a kihtzott szdmok kozott van
legalabb két szomszédos:
n—m-+1
1™ /7

(n)



2. Az els6 megoldas gondolatmenete segitségével az is belathato (ez az altalanositas Ruzsa Imre dolgozataban
szerepelt), hogy ha megadunk ¢, ¢a,...,cn_1 természetes szamokat, akkor annak a valoszintisége, hogy az els6 n
természetes szambol kihazott 1 < a1 < ... < @, < N szdm-m-esre

az —ai; > cy, az — az > Ca, ceey Am — Am—1 > Cm—1

<n_cl_02ﬂ_l..._cm1>'
()

Ennek belatasahoz azt jegyezziik meg, hogy ha (a1, ..., a,,) ilyen szam-m-es, akkor

alljon fenn, éppen

1<ai<as—c1<az—c1—c2<...<@p—C6 —C—...—Cp-1<N—C — ... Cmn_1,

és viszont.

3. A magyar lottohuzasok 1957-t61 1971. marcius végéig lefolyt 738 huzasa koziil 146-ban fordult el a vizsgalt
szamszomszédossig, éspedig a szamotosoket novekvden rendezve az 1. és 2. helyen all6 szamok kozott 39 esetben, a
tovabbi szomszédos helyek kozott rendre 27, 41, 39 esetben.

Harmadik feladat. Adva van n pont, amelyek kozil semelyik hdrom sincs eqy egyenesen. Az dltaluk meghatdrozott
szakaszok kézil néhdnyat pirossal, néhanyat kékkel rajzoltunk be gy, hogy a megszinezett szakaszok mentén haladva
barmelyik pontbol barmelyik pontba el lehessen jutni, de csak egyféleképpen. Bizonyitandd, hogy a pontok dltal megha-
tdrozott, még meg nem szinezett szakaszok kifesthetdk kékre vagy pirosra ugy, hogy az adott pontok dltal meghatdrozott
barmelyik hdromszdg oldalai kézott paratlan szdmai piros legyen.

I. Megoldas. Megadunk egy utasitast arra, hogyan kell a még nem szinezett szakaszokat szinezni. Legyen AB
egy olyan szakasz, amelynek végpontjai az adott pontok koziil valok és amely még nincs kiszinezve. A feltétel szerint
létezik egy és csakis egy olyan tOrott vonal, mely eredetileg szinezett szakaszokbol all és A-t B-vel koti 6ssze. Jelolje
Vap ezt a torott vonalat. Legyen méarmost az AB szakasz

kék, ha V4 p paratlan sok kék szakaszt tartalmaz és legyen
piros, ha V4 p paros sok kék szakaszt tartalmaz.

(Megjegyezziik, hogy ez a ,szinezési szabaly” akkor is érvényes, ha AB mar eleve is szinezett volt.)

Megmutatjuk, hogy a fenti ,szinezési szabaly” kielégiti a feladat kovetelményeit. Legyen e célbol ABC tetszsleges
haromszog, melynek cstcsai az adott pontok koziil valok.

ElGszor is megadhatd olyan D pont, melybdl az A-ba, B-be, C-be vezetd, eredetileg szinezett szakaszokbol dllo Vp 4,
Vb, Vbe utaknak nincsen D-t6l kiilonbézd kdozds pontjuk (megengedjiik itt, hogy D egybeessen pl. A-val, ekkor Vpa
egyetlen pontbol 4ll). Tekintsiik ugyanis az A-t B-vel 6sszekotd, eredetileg szinezett szakaszokbol all6 V4 p utat. C-bél
A felé elindulva a Vo4 tton, el6bb-utobb elérjiikk a Vap at valamely D pontjat (ha C rajta fekszik a Vap aton, akkor
D = C; természetesen az is el6fordulhat, hogy D = A vagy D = B). Konnyen lathato, hogy az igy megszerkesztett D
pont a fenti kikotésnek eleget tesz (5. abra).

5. dbra

Marmost a fenti szinezési szabaly szerint, az AB, BC, AC szakaszok kozott rendre annyi kék van, ahédny paratlan
szam el6fordul az

xr = a Vpa és Vpp utakon fekvs kék szakaszok szama,

y =a Vpp és Vpc utakon fekvs kék szakaszok szama és

z = a Vpe és Vpa utakon fekvs kék szakaszok szama kozott.



Mivel z 4y + z péros (hiszen Vpa, Vbp, Vbe utak minden kék szakasza kétszer van beszamitva ebbe az 6sszegbe), az
ABC haromszognek valoban péros sok kék oldala van.

II. Megoldas. Valasszunk ki egy tetszbleges Ag pontot és szinezziik ki sargara. Ezek utan a t6bbi pontot is
kiszinezziik sargaval és zolddel a kdvetkez6képpen: egy Ag-bol kiinduld, eredetileg is szinezett szakaszokbol allo torott
vonal mentén haladva, az i-edik pont legyen az (i — 1)-edikkel azonos szint, ha a kett6t 0sszekots szakasz piros, és
kiilonbo6z6 szind, ha az Osszekots él kék. Mivel a feltétel szerint barmely pontba egy és csakis egyféleképpen juthatunk
el ilyen torott vonalon, azért minden pont szine egyértelmiien meg van hatarozva.

Ezek utan a kovetkezd ,szinezési szabalyt” adhatjuk meg: az AB él legyen

piros, ha A, B mindegyike zold vagy mindegyike sarga, és legyen

kék, ha A, B kiillonb6z6 szintiek.

Megallapithatjuk, hogy az eredetileg megszinezett szakaszok e ,szinezési szabalynak” megfelel6en vannak szinezve.

Tekintsiink marmost egy tetszéleges ABC haromszoget, melynek csicsai az adott pontok koziil valok. Ha A, B, C
azonos szintek, akkor az AB, BC, AC szakaszok mindegyike piros. Ha, mondjuk A és B azonos és C t6liik kiilonb6z6
szind, akkor AB piros, AC' és BC' kék. A piros szakaszok szama tehat vagy 3 vagy 1, mindenképpen pératlan. Tehét
a megadott ,szinezési szabaly” a feladat kikotésének eleget tesz.

Megjegyzések. 1. Tobb dolgozat a pontok szama szerinti teljes indukciéval igazolta az allitast.
2. Megmutathato — erre tobb versenyzd utalt is —, hogy a szakaszoknak a feladatbeli szinezése egyértelmi. Legyen
ugyanis AB tetszGleges szakasz. A feltétel szerint A és B Osszekothetd egy, eleve szinezett élekbdl allo

AgAr A, (Ag=A, A,=B)

torott vonallal. Marmost az AgA; As haromszogben paratlan sok piros élnek kell lennie, ez meghatarozza az AgAs
szakasz szinét. Igy az AgAyAs haromszogben mar két szakasz szine adott, ez meghatarozza az AgAs szakasz szinét.
Hasonléan tovdbbmenve lathatjuk, hogy az AB szakasz szine is egyértelmien meg van hatérozva.

3. Elegendé6 volna a feladatban annyit feltenni, hogy barmely két pont legfeljebb egyféleképpen kothets Gssze
eredetileg is megszinezett szakaszokbol allé torott vonallal. Ilyenkor ugyanis (mint az kénnyen igazolhato) meg lehet
még néhany tovabbi szakaszt szinezni ugy, hogy a kapott szakaszokra mar a feladat feltétele teljesiiljon.



