Az 1572. feladatbarll] tetszés szerinti n pératlan oldalszam esetére nem dontottiik el, hogy a bélyegzével elGallitott
biivos kdvezet pandiagonélis, azaz minden atlojaban biivos-e, vagy csak némely atléiban, vagy hogy egyéltalan lehet-e a
kovezetben biivos négyzetet kijelolni a keret alkalmas elhelyezésével. Ezt és az ottani egyéb kérdéseket is mas eljarassal
djra vizsgaljuk.

1. Valamivel kényelmesebb, ha a szokasos 1,2,...,n° szamok helyett az 1-gyel kisebb 0,1, ... (n2 — 1) szamokat
irjuk be bélyegzénkre, mert ezek az n-alapt szdmrendszernek éppen az Ssszes kétjegyt szamai:

ab = an + b,
ahol a-ra, b-re egyforman
(1) 0Za,b<n-—1.
Pl az 1572. feladat 1. 4brajan az 1-est6l jobbra folfelé haladd bejegyzések helyére rendre ezek lépnek:

0,01, 02 ....,0,n—2,0, n— 1L

2. Helyezziink a lenyomatok papiroséra szokasos koordinata-rendszert, origdjanak a 00 szam elsé lenyomatbeli
példanyéat, tengelyiranyoknak a sorok, ill. oszlopok irdanyét, hosszusagegységnek pedig egy kis mezé oldalat véve. Legyen
még a jobbra és a folfelé mutato egységvektor i, ill. j, ekkor az el6bbi szamoknak (pontosabban az Gket tartalmazé
mezdk kozéppontjainak) helyvektorai rendre

0, 2i+j, 22i+j), ..., (n—1(2+}]),
a 00-bol induls, jobbra lejts bejegyzéseké
0, 2i+j, 22i+j), ..., (n—-1)2i+})),
altalaban az ab szam elsé lenyomatbeli példanyanak helyvektora,
a(2i—j)+b(2i+j) =2(a+b)i— (a —b)j,
és ezen szam minden tovabbi lenyomatbeli példanyanak helyvektora
(2) (2a42b+ gin)i+ (—a+ b+ gan)j

alaki, ahol g1, g2 egészek (Ggyszintén a tovabb bevezetend6 g; (i = 3,4, ...) szamok is). Mindezen alakok az Osszegek
szempontjabol ekvivalensek. Azt az alakot, amelyben a (2)-beli két koordindta 0 és n — 1 kozé esik (a korlatokat
beleértve), az ab szam redukalt helyvektoranak nevezziik.

3. Megmutatjuk, hogy a lenyomatok el6irt megismétléseivel sohasem &ll el két szam atfedése, més kifejezéssel: az
ab és cd szamok redukalt helyvektora csak akkor egyezs, ha a = c és b = d.
Az egyezés feltétele a vektorok végpontjaihoz tartozd koordinatak egyenlGsége:

2a 4+ 2b + g1n = 2c¢ + 2d + g3n,
—a+b+ gon = —c+d+ g4n,

és ha ez teljesiil, akkor

2(a—c)+2(b—d) = (93— g1)n = gsn,
(3) —(a—c)+ (b—d) = (92 — g2)n = gon.

Mivel n paratlan, azért gs paros, gs = 2gr7, és igy az els6bél
(4) (a—c)+ (b—d)=gm,
amit (3)-hoz hozzdadva és a legutobbi meggondolast megismételve

2(b—d) = (g6 + g7)n = 2gsn,
b—d = ggn.

Amde két szamjegyiink kiilonbségére
—(n—=1)sb—-d=<n-1,

ILasd ezen szamban, 103. o.



és e korlatok kozt n-nek egyetlen tobbszorose 0, igy b = d. — Ugyanigy adodik (3)-bol és (4)-bdl kivonassal a = ¢,
amint allitottuk.

4. A bélyegzd altal elgallitott kovezetben sorok, oszlopok, jobbra lejté vagy emelkedd atlok (réviden f6-, ill. mel-
lekatlo) mentén Ssszekeriils szamok kapcsolatdnak meghatarozésa céljara kérdezziik altaldanosan: mely szam 4ll egy cd
szambol (pontosabban mezejének kozéppontjabol) kiinduld zi + yj vektor végpontjaban, ahol 0 < x, y < n — 1. Az
eredményt (z, y) = (1; 0)-ra, majd (x, 0)-ra alkalmazva a cd-t6l jobbra az z-edik (més széval balra az n — z-edik)
mezon 4llo6 szamot fogjuk kapni; hasonléan (0; 1) és (0; y) esetén a vele egy oszlopban all6 szamokat, (x, x) és
(x, n — x) esetén pedig a vele egy-egy atlos vonalon allokat, hiszen (z, n — x) ekvivalens (z, —x)-szel.

A keresett szamot ab-vel jeldlve, ab és cd alkalmas lenyomataihoz tartozo helyvektorok kiilonbségére fennall

{(2a+2b+ gin)i+ (—a + b+ gan)j}—
—{(2¢+2d+ gsn)i+ (—c+d+ gan)j} = i+ yj,

vagy roviditésiil bevezetve az a — ¢ = a*, b —d = b* jeloléseket:
(2a* +2b* + gsn)i+ (—a* + b* + gen)j = i+ yj,

amibdl a”-ra és b*-ra az alabbi egyenletrendszert kapjuk. (Megjegyezziik, hogy itt —(n — 1) < o, b* < (n — 1) hiszen

a < ¢ és b < d is lehetséges, tovabba, hogy a*-on, b*-on feliil tulajdonképpen a g szamok is ismeretlenek.)

2a* + 2b* + gsn = x,
—a" +b"+gen =y.

A masodik egyenletnek elgbb a (—2)-szeresét, majd a 2-szeresét az els6hoz adva
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T+ 2y + gsn
1 _—

4

Innen a*-ra és b*-ra mindig kapunk egész megoldast, mert g7 és gs helyére a 0, 1, 2, 3 értékeket téve, n-szeresiiknek
a 4-gyel val6 osztds utani maradéka valamilyen sorrendben 0, 1, 2 és 3, ennélfogva barmennyi az x — 2y és z + 2y
ugyanilyen osztasanal fellépé maradék, megvalaszthato gy is, gs is Ugy, hogy a*, b* értéke egész legyen. (Valoban, ha
n=4k+1,agy g =0, 1, 2, 3 esetén gn maradéka rendre 0, 1, 2, 3, ha pedig n = 4k + 3, akkor 0, 3, 2, 1.) Az igy
megvalasztott g értékeket sziikség esetén 4-gyel novelve, csokkentve elérhetjiik, hogy a*, b*-ra teljesiil (1).

Bemutatunk egy szampéldat, ami az 1572. feladat 3. abrajat felhasznélva olyan lehetGségeket is megvilagit, ha a
talalt a* vagy b* értékkel a = ¢+ a* = n, vagy b = d + b* = n addodik.

Legyen n =9, z =2, y = 7, ekkor g7, gg helyén megfelel 4, ill. 0, és igy

a* =(2—-14+4-9)/4 =6, b= (24 14)/4 = 4,

megegyezésben a mondott abraval. Ugyanis pl. a cd = 04 szdmnak megfelel§ (1-gyel novelt, tizes rendszerbeli) 5-s
szamtol, a keret alatti el6fordulasatol jobbra z = 2-t, folfelé y = 7-et lépve 63-at talaljuk, vagyis az 58-cal nagyobb
szamot, és ez a novekedés a 9-es szimrendszerben 58 = 6 - 9 4+ 4 = 64, a talalt a*b*.

Az abra tobb mas cd szamahoz is az 58-cal nagyobb szamot talaljuk, téle jobbra 2-t és folfele 7-et, vagy ami
ugyanaz, lefelé is 2-t lépve, amig csak a megnovelt (¢ + 6) - 9+ (d + 4) szam egyik jegye sem éri el vagy lépi tul a
9-et. Ilyen esetben viszont az a = ¢+ a* = ¢+ 6, ill. b = d + b* = d + 4 szamjegy helyére a 9-cet kisebb ¢ — 3, ill.
d — 5 szamjegy lép, ami (4)-b6l g7 —4 = 0, ill. gs — 4 = —4 mellett ad6do a* = —3-nak, b* = —5-nek felel meg. Ezek
a valtozasok kiilon-kiilén 9 -9 = 81, ill. 9-1 = 9, egyiitt pedig 81 + 9 = 90 csokkenést okoznak az 58 noveléssel vart
értékhez képest, pl. 28-hoz képest (aminek 27 = 30 felel meg, és itt ¢ + 6 = 9) 28 + 58 — 81 = 5-6t, 6-hoz képest
6 + 58 — 9 = 55-6t, 33-hoz képest (32 = 35) 33 + 58 — 90 = 1-et talaljuk a mondott helyen.

Megegyezésben allnak ezek a tények azzal, hogy ha a feladat bélyegzéjét kiegészitenénk az n2-nél nagyobb egész
szamokkal, éspedig az adott eldiras szerint, pl. az (n? + 1)-et beirnank az (n — 1)n + 1-t6l jobbra lefelé 2-t, ill. 1-et
lépve talalhatoé mezdre, akkor n? + 1 lenyomatai atfednék az 1-es szam lenyomatait, hiszen méar magan a bélyegzén a
sorszamok kiilénbsége a két szam oszlopaira nézve 2n, soraira nézve n lenne. Forditva ugyis mondhatjuk ezt, hogy egy
m szam helyén olvashatunk m + n?-et is, m + gn’-et is.

5. Az (z, y) par elore kozolt specialis értékeivel (5)-bol barmely paratlan n esetére tablazatunk eredményeit kapjuk
a*-ra és b*-ra, vagyis arra, hogy a tetszés szerinti cd szamtol jobbra, ill. jobbra folfelé, ill. balra folfelé, ill. folfelé allo
szam elsg, ill. masodik szamjegye mennyivel nagyobb, mint ¢, ill. d. Az els6 harom sdvban — ahol x péaratlan — az
eredmény mas és mas aszerint, hogy az n alakja 4k + 1, ill. 4k + 3.

A tablazat, also és fels6 savja alapjan megmutatjuk, hogy a kévezeten barhol letéve a keretet, barmelyik sor (vagy
oszlop) Osszege ugyanannyi. Abbol adodik majd ez, ha belatjuk, hogy az egy-egy sorban, oszlopban eléfordul6 n szam
szamjegyei kozott az n-értéki helyen is, az 1-értékd helyen is minden fajta szdmjegy pontosan egyszer fordul els, és
igy a

O+1+2+...+(n—=2)+(n—-1)=s



jeloléssel a sor Osszege

—1)- 2_1

ami pedig a kdvezet Gsszes szdmai Osszegének,
n?(n? -1
0+1+24...+(n*=2)+ (n*-1) = (2 )

-nek n-edrésze.

Felhasznaljuk, hogy a talalt a*, b* értékek mindegyike relativ prim a megfelel§ n-hez képest, nincs 1-nél nagyobb
k6z0s osztojuk. Pl. n = 4k + 1-nek és a* = 3k + 1-nek minden kozos osztdja egyszersmind kiilonbségiiknek, k-nak is
osztoja. Viszont 3k + 1-nek és k-nak minden k6z6s oszt6ja hasonléan osztéja 3k + 1 — k — k — k = 1-nek is, tehat nem
nagyobb 1-nél.

Legyen az n-edrendd kovezetbdl az n x n mez6s kerettel kijelolt négyzet egy soraban az els§ szdmnak pl. az elsé
szamjegye c, ekkor a sor n szdmanak els6 szadmjegye rendre

(6) ¢, c¢c+a*, c¢+2ad", c+3a" ..., c+(n—1)a"

(ill. ahol ez az érték nagyobb, mint n, ott helyette az n-nel valé osztasanal felléps maradék veends). Marmost ellentmon-
désra jutunk annak foltevésével, hogy e szamjegyek koziil ketts megegyezs. Ha ugyanis az (ro + 1)-edik megegyeznék
a korabbi (r; + 1)-edikkel —ahol 1 S r1 +1 <rg+1=<n,azaz 0 < ry < re < n— 1—, vagyis

c+rea” — gon =c+ria* — gin

volna, ebb6l
(r2 —r1)a” = (g2 — g1)n = gsn,

kovetkeznék, vagyis hogy a bal oldal oszthaté n-nel. Amde a*-nak nincs kézos tényez6je n-nel, tehat 7o — r; oszthato
vele,
To —T1 = gam, holott 0<rg—ri<n-—1.

Mindez ugyanigy érvényes a b* értékekre.

A sor- és oszlopOsszegekre vonatkozo allitasunkat ezzel bebizonyitottuk. Eredményiink igy is kimondhat6: ha a
bélyegzdvel késziilt kovezeten barhol koriilkereteziink egy n x n mezds négyzetet, majd ennek minden szamabol a két
szamjegyet két ilyen négyzet megfelel6 mezéparjaira kiilon-kiilon irjuk fel, ezek minden soraban is, minden oszlopaban
isa0,1,...,(n —1) szamjegyek mindegyike pontosan egyszer fordul els. Igy szemléletesebb az Gsszegek egyezésének
belatasa. Az ilyen elrendezéseket Euler nyoman latin négyzeteknek szokas nevezni.

6. Ha sikeriilne ugyanezeket belatni az atlés irAnya vonalak szdm n-eseire ez azt bizonyitané, hogy a bélyegzével
képezett n-edrendii kovezet pandiagonalis, minden atlojan biivos. Tiistént latjuk, hogy ez igaz minden olyan (paratlan)
n-re, amely nem oszthaté 3-mal. Ugyanis a tablazatunk 2. és 3.

X,y n=4k+1 n=4k+3
a*=b"=3k+1 (g=3) a*=b"=k+1 (g=1)
(1;0)
3 1 1
jobb _snt _n+
4 4
szomszéd
mindkét esetben a* —b* =0
—1 3
(1) |a*=k=""1 b=k l= a* =3k+2 b =3k+3
4 4
. . . 3n—1 3n+3
jobb (relativ prim) = , =
4 4
felss
(rel.pr.)
;1) |a =3k b =3k +1 aF = =k +1
3n—3 3In+1 n—3 n+1
bal = = = =
4 4 4 4
fels6
(rel. pr) (rel. pr.)
(0; 1) n alakjatol fliggetleniil (vagyis n = 2k + 1-re)
-1 1
fels6 a*:k:n2 , b*:k+1:n;_ , a*+b*=n

savjaban talalt a* b* értékek koziil n = 4k + 1 oszlopaban a* = k és b* = 3k + 1 valamint n = 4k + 3 oszlopaban
a* =3k+2és b* = k+ 1 a fentiekhez hasonléan mindenesetre relativ primek n-hez. A tovabbi négy értéknek pedig
nem lehet mas kozos osztdja a megfelelsi n-nel, mint a 3-as szam, hiszen pl. b* = k + 1 esetében (az (1;1) savban)

Ak +1— (k+1) = 3k,



és itt a k tényezd relativ prim 4k + 1-hez, tehat a mondott n-ekre 3k is, k + 1 is relativ prim hozza. Ugyanezek &llnak
n = 4k + 1 oszlopadban a* = 3k-ra és n = 4k + 3 oszlopaban b* = 3k + 3-ra, a* = k-ra. A tekintetbe vett n-ekre
tehét a jegyek szétvalasztasaval képezett két négyzet dtlos latin négyzet, atlos Gsszegei is egyezdk, a keret barhol vald
elhelyezése esetében. Ezt lattuk az 1572. feladatban n = 5 és 7 esetében.

Ha viszont n = 3¢, akkor az utoljara vizsgalt négy a*, b* kifejezés oszthat6 3-mal, (6)-nak mar a (g + 1)-edik tagja
egyezik az els6vel, c-vel, mert (a* = 3a™ jel6léssel)

¢+ ga* = c+ 3ga™,

és tovabb tagrol-tagra ismétlédik a megegyezés. A kettévalasztott szdmjegyek négyzeteinek tehat ilyenkor nincs meg
mindkét 4tlos irdnyban a ,latin” tulajdonsaga (az egyik irAnyban azonban megvan). Meg lehet mutatni, hogy ilyenkor
mindkét irdnyban minden harmadik dtléban megfelels az 6sszeg, a kozbiilsGkben viszont attol eltér, ezt lattuk az 1572.
feladatban n = 9 esetében. n = 3 mellett pedig az adddik, hogy a lényegében egyetlen 3-adrendii blivos kovezet nem
pandiagonalis. Ezzel a bélyegzonkkel készitett kovezetek pandiagonalissaganak kérdését megvalaszoltuk.

Megjegyezziik, hogy legutobbi megallapitasunk korantsem jelenti azt, hogy 3-mal oszthat6é rendszam esetén nem
létezik pandiagonalis kovezet. Az idézett 3. abrabol (n = 9) pandiagonalis biivos négyzet — tehat kovezet is — képez-
het6 a kovetkezd valtoztatasokkal: szamait rendre 1-gyel csokkentjiik és atirjuk a 9 alapt szamrendszerbe, ezutan a
szamjegyekben harom alkalmas cserét hajtunk végre, pl. minden

0, 1; 3,5 7,8
szamjegy helyére a 9-es és 1-es értéki helyen egyarant a kovetkez6t irjuk:
1, 0; 5, 3; 8, 7.

A szamok novekvs rendjét tekintve ez mar nem kétféle lépéssel, pecsételéssel képezett alakzat. Ebbdl is lathato,
hogy vannak mas tipusd biivos négyzetek is. Mar az 5-0drenddekre vonatkozdan sem ismeretes ez ideig az 0sszes blivos
négyzetek szama.

7. Az olvasora hagyjuk annak atgondolasat, hogy bélyegzdnk ,,jobbra 2-t és folfelé vagy lefelé 1-et” lépései azért
vezethettek minden paratlan n esetén soraikban és oszlopaikban latin négyzetekre bonthaté négyzetekhez — és az
ezekbdl folyo eredményekhez, — mert a 1épések 2-es, ill. 1-es komponense minden pératlan n-hez képest relativ prim.
Megfelelne helyettiik lépéskomponensként minden paratlan n esetére barmely 2° mezényi eltolodas (vizszintesen is,
fiiggslegesen is), ahol e = 0, egész szam — azonban természetesen a bélyegzs 1-esérél a 2-esre és az n + l-esre vive
lépésnek és a komponensek ardnyéanak is kiilonboz6nek kell lennie.

8. Az elmondottak gyakorlasaul ajanljuk annak vizsgalatat, hogy az igy elGallitott kovezeteken a figyelembe vett
i + yj vektoroktol kiilonbozs lépéseket n-szer ismételve, taldlhatunk-e mas, a blvos allandéval egyezd Osszegeket.
Inditasul bemutatjuk az n = 7-re és a 7-es szamrendszerben késziilt 4brat, melyen 00-t6l a 01 szdm 2i + j-re, az 10
pedig 4i — j-re all (meg lehet mutatni a fenti eljarassal a kovezet felirasa nélkiil el6re is, hogy pandiagonalis lesz), és
pl. a kis korokbe foglalt (i + 2j lépéssel kapott) szamok Osszege is, a kis haromszigbe foglaltak is egyenls a biivos
allandoval, mert két 0sszek6tott szam jegyei mind a 7-es, mind az 1-es helyen kiilénbo6zsk.

Ebben azonban az is lényeges, hogy itt n-ként primszamot vettiink. A megjelolt szamhetesek persze sok mas
L,nagyobb” 1épéssel is Gsszejonnek, pl. a haromszogbe foglaltak 2i — j-vel, 3i + 2j-vel, 2i + 6j-vel s i. t.



