Az alabbiakban az inverzidra vonatkozo feladatokat kozliink. E feladatok megoldasat béarki bekiildheti a szokésos
moédon: minden feladat megoldasat kiilon lapon keérjiik, bekiildési hataridé 1971. &prilis 25. Kérjiik a versenyzginket,
hogy palyazatunkra kiildott megoldasaikat kiilon boritékba tegyék, a boritékra irjak ra, hogy ,,Palyézat az inverzioérol”.
A kozolt feladatok alkalmazasat harom példan mutatjuk be. Az inverziora vonatkozo sziikséges ismeretek megtalalhatok
példaul a K. M. L. 37. kétet 97-101. oldalan (1968. november). Megemlitjiik tovabba, hogy az inverzidval kapcsolatos
a pontversenyen kiviil k6zolt 12., 28., 31. és 44. probléma.

1. feladat. Legyen az inverzi6 alapkorének kozéppontja O, sugara r, a sik két tetszéleges, O-t6l kiilonb6z8 pontja
Q és S, ezek inverze Q' és S’. Bizonyitando, hogy
Q'S" 08  0Q
QS 0Q 0SS’

I. példa (Apolloniosz kor). Adott a sikban két kiilonbozs pont, A és B, tovabbé egy pozitiv valos szam A(A # 1).
Azoknak a pontoknak a mértani helye a sikban, melyek A-t6l A-szor akkora tavolsagra vannak, mint B-t6l, egy kor,
melyre A-t invertalva B-t kapjuk.

Allitasunkat a A = 1 esetre vezetjiik vissza az inverzio segitségével. Legyen egyelre az inverzié alapkore tetszoleges
(kdzéppontja O, sugara 1), az adott A, B pontok és a tetszleges P pont inverze A’, B', P'. (Feltessziik, hogy A, B,
P és O kiilonbozoek.) Az 1. feladat alapjan
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Valasszuk O-t ugy, hogy a vizsgalt mértani helyhez tartozzék, vagyis OA = AOB legyen. (Koénnyen lathato, hogy van
ilyen pont; 1. abra)

1. dbra

Ekkor

A'P OB AP 1 AP

B'P' OA BP X BP’
igy P akkor és csakis akkor lesz a vizsgalt mértani hely O-tol kiilonbdz6 pontja, ha A'P’ = B'P’, vagyis P’ az A'B’
szakasz t felez6 merélegesén van. ¢t nem mehet 4t O-n, hiszen ekkor OA’ = OB’ volna, és ebbsl OA = OB kovetkezne,
ami OA = AOB és A # 1 miatt nem lehet. Eszerint a vizsgalt mértani helyhez O-n kiviil ¢ pontjainak inverzei
tartoznak. Ezek az inverz pontok egy O-n atmend k kor O-tol kiilonb6z6 pontjai. A vizsgalt mértani hely tehat a k
kor.

A pontversenyen kiviil kozolt 31. probléma szerint, ha adott egy kor (vagy egyenes) és két pont, melyek az adott
korre (vagy egyenesre) nézve inverz (vagy tiikros) parok, és az egész alakzatot egy tetsz6leges alapkorre invertaljuk,
az adott pontok olyan pontokba mennek &t, melyek az adott kor (vagy egyenes) inverzére nézve (ami ismét kor vagy
egyenes) inverz vagy tiikkros part alkotnak.

Eszerint abbol, hogy az A’, B’ pontok a t tengelyre nézve tiikrds part alkotnak, kovetkezik, hogy A és B a k-ra
nézve inverz pontpéar, allitdsunkat ezzel bebizonyitottuk.

2. feladat. Adott a sikban 3 kiilonb6z6 pont: A, B, C. Szerkessziikk meg azt a kort, amelyik dtmegy C-n és
amelyikre A-t invertalva B-t kapjuk.

3. feladat. Adott a sikban 3 kiilonb6z6 pont: A, B, C. Legyen k, az A-n dtmend, B-t C-be vivG, k, a B-n atmend,
C-t A-ba vivs, k., a C-n atmend, A-t B-be vive inverzi6 alapkore. Mutassuk meg, hogy van két pont, amelyeken e
harom kor mindegyike atmegy.



4. feladat. Adott a sikban 3 kiilonb6z6 pont: A, B, C. Jellemezziik azokat a koroket, melyekre invertalva az adott
pontokat, a kapott A’, B’, C’ pontokra A'C' = B'C’ teljesiil.

5. feladat. Adott egy tetszGleges haromszog. Van-e olyan inverzid, mely a haromszog csicsaihoz egy szabalyos
haromszog csucsait rendeli hozza?

II. példa. Legyenek az ABC haromszog oldalai kiilonbozbek, a hdromszog belsd, ill. kiilsé szogfelez6i messék a
szemkozti oldalt az Ay, By, Ch, ill. As, Bs, Co pontokban, az A1 As, B1 By, C1Cs szakaszok f6lé rajzolt Thalész korok
legyenek rendre kg, ky, k.. Megmutatjuk, hogy van két pont, M; és My, melyeken e hdrom kor mindegyike atmegy, és
e korok 60°-os szogben metszik egymast (2. abra).

2. dbra

A feladatban szerepls pontokat a haromszog Miguel pontjainak nevezziik. Kénnyen lathato, hogy ha egyenl szara
haromszogben a megfelel§ kort oldalfelezd merélegessel helyettesitjiik, feladatunk allitasa érvényben marad, szabalyos
haromszognek azonban csak egy ilyen pontja van. Allitdsunk egy részét tartalmazta az 1686. feladat [T

Ismeretes, hogy a haromszog szogfelezsi olyan aranyban osztjak a szemkozti oldalt, mint a szdg szérain levd oldalak
aranya, igy

ACl : 301 = ACQ : BCQ = AC : BC.

b
A (4, Cs, C pontok tehat rajta vannak az A, B pontokhoz és A = — szamhoz tartoz6 Apolloniosz-koron (L. példa), ez

az Apolloniosz kor tehat azonos k.-vel és A-t k.-re invertalva B-t ka%juk. Hasonl6 allitds mondhato ki a ky, k, korokre
is. Igy My, Mo létezését a 3. feladat allitasa biztositja.

Mivel A-t kp-re invertalva C-be megy at, az My M, pontok pedig helyiikén maradnak, az A, M;, My pontokon
atmend k, kornek kj-re vonatkozé inverze a C', My, My pontokon atmend k. kor. Tudjuk, hogy az inverzié szogtarto,
tehét k, és k., a ky-vel ugyanakkora szoget zarnak be, ami azt jelenti, hogy az M;-en atmené k, , ky, k. korcket érinté
e, f, g egyenesek koziil az e és g az f-fel egyenls szogeket zarnak be. (Mivel a korok metszik egymést M;-ben, ezek
az egyenesek kiilonbozok.) Hasonlé modon lathatjuk be, hogy g-vel az e és f egyenesek egyenls szogeket zarnak be,
tehat e harom egyenes 6 egyenls szoget hataroz meg és e szogek 60°-osak.

Allitasunkat masképp is bebizonyithatjuk: legyen k tetszéleges M) kozéppontu kor. k-ra invertalva a ko, kp, ke,
koroket egyeneseket kapunk, jeloljiik ezeket k., ky, k.-vel (3. abra).

3. dbra

Ezek az egyenesek egy ponton mennek at, M, inverzén. Jeloljiik A, B, C inverzét A’, B’, C'-vel: ezek rendre a
k., k;, k., egyeneseken vannak. A 31. probléma mar idézett allitdsa szerint abbol, hogy A k,-re vonatkozo inverze C,
kovetkezik, hogy A’ és C" a k;-re tiikrGsen helyezkednek el, tehat A’B’ = B'C’. Hasonloan kapjuk, hogy A'B’ = C'A',
tehat A'B’'C’ szabalyosan haromszog, a k., k;, k. egyenesek kozti szogek 60°-osak és mivel az inverzié szdgtarto,
ugyanekkorak a kg, kpy, k. korok kozti szogek is.

1Lasd K. M. L. 41 (1970) 113. o.



6. feladat. Adott a sikban két kor, k; és ko, melyek nem metszik egymast és egyik sincs a masik belsejében.
Mutassuk meg, hogy két olyan pont van a sikban, melyek koriil tetszéleges k kort rajzolva, a ki, ko korok k-ra
vonatkozo ki, kb inverzei koncentrikus korok.

7. feladat. Adott a sikban két kor, melyeknek van k6zos belsé érintéjik. Mutassuk meg, hogy van két pont a
sikban, melyeken e korok tetszéleges kozos (kiils6 vagy belss) érintGjének az érintési pontok kozti szakasza folé rajzolt
Thalesz kor atmegy.

8. feladat. Legyen k1 az ABC haromszogbe irt kor, melynek koézéppontja O1, és érintse kq az oldalakat rendre az
Ay, By, C7 pontokban. Mutassuk meg, hogy

a) az A, B, C pontok ki-re vonatkozo A’, B’, C’ inverzei rendre felezik a B1Cy, C1 A1, Ay By szakaszokat,

b) az ABC haromszog oldalegyeneseinek ki-re vonatkozo inverzei az A10q, B101, C10; szakaszok feletti Thalesz
korok,

¢) az ABC haromszog koré irhat6 k kor inverze az A; B1C7 haromszog Feuerbach kore.

9. feladat. Bizonyitsuk be Fuler kovetkezd tételét: két adott korhoz (k-hoz és ki-hez) akkor és csakis akkor van
olyan haromszog, melynek k a koriilirt, k; a beirt kore, ha

d*> 472 =(r—mr)?

ahol r, r1 a k, k1 sugara, d a kézéppontok tavolsaga.

II1. példa (az 1969. évi Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 4. feladatanak] altalanositésa). Legyen az ABC
haromszog koriilirt kore k, beirt kore ki, az AB szakasz tetszGleges bels6 pontja D. Jeloljiikk az AB egyenest c-vel, a
DC félegyenest d-vel. A c egyenest, a k kort és a d félegyenest érint6 két kor legyen ko és ks (4. abra).

4. dbra

Megmutatjuk, hogy

a) a k1, ka, ks kor O1, Oz, O3 kozéppontja egy egyenesen van,

b) a ki kort a ko, ks korok és a d félegyenes egyértelmien meghatarozzak.

Allitasunk b) része részletesebben a kovetkez6t jelenti. Legyen ko és ks két egymast nem metsz6 kor, kézéppontjuk
O2, O3, kozos kiils6 érintGjlik ¢ és ¢;. E korok egyik kdzos belsd érintGje messe c-t D-ben és legyen d ennek a belsé
érintének az a D-bdl kiindulo félegyenese, amelyik c-nek ugyanazon az oldalan van, mint a ko, ks kor. Legyen tovabba
d és c1 metszéspontjanak, P-nek a vetiilete az O203 centralison, Oy, és legyen ki, az O koril irt, c-t érintG kor.
Ekkor kj beirt kore lesz minden olyan haromszognek, melynek csicsait a ¢ egyenesbdl és a d félegyenesbdl egy, a ko,
k3 koroket kiviilrél érinté £ kor metszi ki.

!Lasd K. M. L. 1680. feladat, 40 (1970) 152. o.



Allitasunk a) részének a bizonyitasa a kovetkezs. Jeloljitk az ABC haromszog masik két oldalat a-val, b-vel, érintse
k1 az oldalakat az A, By, C; pontokban (5. dbra). A 8. feladat szerint a k; korre invertélva az ABC héromszog
csticsai az A1 B1Cy haromszdg A’ B'C’ kdzépharomszdgének a csicsaiba mennek at. Az a, b, c oldalak o', b, ¢ inverze
pedig az A101, B101, C10; szakaszok feletti Thalesz kor, jeloljiik ezek kozéppontjat rendre A*-gal, B*-gal, C*-gal.
Tovabba az ABC haromszog koré irt k kor ki-re vonatkozoé k' inverze pedig az A’ B’C’ haromszog koré irhaté kor lesz,
jeloljiik ennek kozéppontjat K*-gal. Legyen dy, ks, k3 vonal ki-re vonatkozo inverze d’, kj, kb, kozéppontjuk D*, K3,
K3. Azt fogjuk megmutatni, hogy K5 és K3 azonosak: ebbdl kovetkezik a bizonyitandé allitas, hiszen ekkor az O,
K}, K; pontok nyilvanvaloan egy egyenesen vannak, tehat egy egyenesen vannak az O1, Oz, O3 pontok is.

Az d', b korok a C’, Oy pontokban metszik egymast, igy az O1 A*C’ B* négyszdg rombusz (6. 4dbra).

6. dbra

Hasonléan lathato be, hogy O1B*A'C* és O1C*B’A* is rombusz. Az o', k' kordk egymast a B’, C' pontokban
metszik, igy az A* B’ K*C' négyszdg rombusz, és hasonléan lathato be, hogy B*C'K* A’ és C*A'K* B’ is rombusz.

A ki-re val6 invertalas az a, b egyeneseknek a ki-et nem tartalmazé oldalan levé pontokat viszi az a; b’ korok
belsejébe. Mivel D az AB szakaszon van, k;-re vonatkozé D’ inverze az o', b’ korokon kiviil van. Emiatt a d’ kér nem
lehet teljes egészében az a’, b/ korok altal lefedett sikrészben, vagyis D* nem lehet az A* B* szakaszon, tehat a d’ kor
R sugara nagyobb az a’, V', ¢/, k' kordk r sugaranal (ezek a korok egyenls sugariak, hiszen mindegyiknek az a&tmérdje
egyenls ki sugaraval).

A Eq-re valo invertalas a k koron kiviil levs pontokat, illetve a ¢ egyenes O;-et nem tartalmazé oldalén levs pontokat
a k', illetve a ¢’ kor belsejébe viszi, emiatt a kj, ki korok a k', ¢’ koroket kiviilrsl érintik. Koziiliik az egyik beliilrél,
a masik kiviilr6l érinti d’-t, legyen az els6 a k5 a masodik a k%. (Felhasznaljuk, hogy adott harom kort adott moédon
érint6 kor egyértelmiien van meghatarozva, ha egyaltalan létezik.) Lattuk, hogy van olyan eltolas, amely az A*C’B*O;
rombuszt a B’ K*A'C* rombuszba viszi (hiszen a megfelels cstcsokat 6sszekotd szakaszok parhuzamosak, és egyenlek
r-rel), vigye ez az eltolas a D pontot egy X pontba. X koriil (R — r) sugarral kort rajzolva a d’ kort beliilr6l érint6
kort kapjuk, hiszen e két kor kdzéppontjainak a tavolsdga egyenls sugaraik kiilonbségével, r-rel. Ez a kor kiviilr6l érinti
a ', k' koroket, hiszen kdzéppontjaik tavolsaga egyenls sugaraik osszegével, R-rel. Ez a kor tehat a k), igy X = K.
Hasonloan lathato be, hogy az X koriil (R + r) sugérral irt kort a ¢/, k', d’ korok beliilr6l érintik, tehat ez a kor a k%,
és igy X = K3, vagyis K3 = K3, amint azt bizonyitanunk kellett.

Allitasunk b) részének a bizonyitasa a kovetkezs. Legyen ks, ks, ¢, d adott, az ABC haromszoget hatarozza meg egy
tetszoleges k kor és legyen egyel6re k1 az ABC haromszog beirt kore. Megmutatjuk, hogy k1 az altalunk meghatarozott
modon is megszerkeszthetd. Ismét a ki korre invertaljuk az alakzatot, felhasznéljuk azokat az eredményeket, amelyeket
az a) rész bizonyitasanal kaptunk, és tovabb hasznaljuk ottani jeloléseinket.

Tiikrozziik a ¢ kort az O, K5 pontok altal meghatarozott ¢ tengelyre, a kapott kor legyen ¢}, kozéppontja C} (7.
abra).




7. dbra

¢y inverze ko és ks mésik kozos kiilss érintGje, tehat ¢] inverze a c; egyenes. Az O1 D*K;C* négyszdg paralelog-
ramma, melynek centralszimmetriajahol kovetkezik, hogy D* és C* egyenls tavolsagra van t-t6l, a tiikrozés folytan
ugyanez igaz D*-ra és Cf-ra, de ez a két pont méar t-nek ugyanazon az oldalan van. D* és C} nem eshetnek egybe, mert
akkor a d’ és ¢} korok, illetve a d és ¢ egyenesek egybeesnének, ami lehetetlen, hiszen egyikiik belss, méasikuk kiilsé
érintGje a ko, ks koroknek. A C} D* szakasz tehat parhuzamos t-vel, és igy a ¢}, d’ korok O;-en kiviili P’ kozds pontja
O1-gyel egyiitt t-re merdleges egyenest hataroz meg. P’ azonban c; és d metszéspontjanak, P-nek inverze, tehat Oq-et
megkaphatjuk a P-nek O203-ra torténd meréleges vetitésével. Ezzel k1 kozéppontjat a k kor helyzetétdl fliggetleniil
meghataroztuk, sugarat pedig meghatarozza az a tény, hogy ez a kor érinti c-t.

10. feladat. A 3. példahoz kapcsolodva mutassuk meg, hogy ha d merdleges c-re, akkor O felezi az O2 O3 szakaszt.



